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Introduccion

El objetivo del presente trabajo es estudiar la transformada wavelet asi como una aplicacién al
tratamiento de imagenes llamada superresolucién. En el capitulo 1, se analiza la transformada
wavelet discreta de Haar y Daubechies, sus propiedades y sus aplicaciones inmediatas como
la compresion de informacion, el filtrado de ruido.

En el capitulo 2, estudiamos el muestreo y reconstruccion de sefiales, el teorema de
Shannon-Whitaker que nos conduce a la manera de muestrear evitando el fenémeno del
aliasing, asi como la cuantizacion de sefiales. Posteriormente, estudiamos la transformada
de Fourier discreta, la cual nos permite construir el espectro de frecuencias de una sefial, la
transformada de Fourier continua, dentro de la cual aparece el principio de incertidumbre de
Heissenberg, el cual es una analogia al que originalmente se encuentra en mecanica cudntica
y posteriormente la transformada de Fourier en tiempo corto. Después pasamos al caso bidi-
mensional de la transformada de Fourier y cerramos el capitulo con la transformada de Gabor,
la cua puede verse como una primera aproximacion a la transformada wavelet continua.

En el capitulo 3, a manera de continuacion de la teoria de sefiales vista en el capitulo
2, estudiamos brevemente la idea de filtro, la cual nos conduce a los sistemas LTI, dentro
de los cuales aparece la transformada z, asi como el filtro ideal y la decimacién que a su
vez requiere un submuestreo y cerramos el capitulo con los filtros espejo en cuadratura, que
aparecerd posteriormente en la construccién de la transformada wavelet discreta.

En el capitulo 4, partimos de la definicién formal de una wavelet continua asi como la
condicién que debe cumplir para que exista su inversa que esta basada en la transformada de
Fourier continua vista en el capitulo 2. Posteriormente introducimos el concepto de marco,
el cual nos permitird posteriormente construir la transformada wavelet discreta evitando asi
el problema de la redundancia. Finalmente introducimos el concepto de wavelet ortogonal, la
funcién y la ecuacion de escalamiento ejemplificando la construccién de la wavelet de Haar.

En el capitulo 5, estudiamos el concepto formal del anélisis multirresolucién, para lo que
utilizaremos la transformada wavelet asi como la funcién de escalamiento asociada, con el
fin de descomponer un espacio de Hilbert de manera ortogonal, valiendonos muchas veces
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de la transformada de Fourier.

En el capitulo 6, introducimos el concepto de superresolucion y estudiamos dos maneras
de abordar el problema de la reconstruccion de una superresolucién. La primera metodologia
consiste en calcular los coeficientes de la transformada wavelet inversa bidimensional de
una imagen, mediante una aproximacién por polinomios de Taylor y posteriormente obtener
la reconstruccién de la superresolucion a partir de la transformada wavelet inversa. En la
segunda metodologia, se propone inicialmente una funcioén de escalamiento, ahora utilizando
el concepto de funcién refinable y su dual, para el cual se obtiene un sistema de ecuaciones,
el cual da lugar a dos algoritmos, de los cuales el primero se puede aproximar directamente
y el segundo incluye un pardmetro de regularizacion.



Capitulo 1

Motivacion

1.1. Wavelet discreta de Haar

La wavelet de Haar es la més sencilla que hay. En su forma discreta, las wavelets de Haar
estdn relacionadas con una la llamada transformada de Haar. La transformada de Haar sirve
como prototipo para todas las otras transformadas wavelets. En esta seccién presentamos
la version discreta de la wavelet de Haar como motivacién para que nos permitird entender
mejor la transformada wavelets mas compleja.

Consideremos una sefial discreta 1-dimensional de longitud finita

fon, m=1,2... N,

donde suponemos que N es par, con el fin de simplificar la presentacion; en caso contrario po-
demos agregar un valor arbitrario de cero, por ejemplo. La transformada de Haar descompone
sefal discreta en dos subsenales de la mitad de su longitud. Una subsefal es un promedio mé-
vil o tendencia, la otra subsefial es una diferencia mévil o fluctuacion. La tendencia se define
como

1 fom—1 + fom

1.1 a — =
(1.1) m NG
param=1,2,..., % La fluctuacién de la sefial f, se define por la expresion:

" V2
param =1,2,... N/2.
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La transformada de Haar se realiza en varias etapas o niveles. El primer nivel es el mapeo
H; definido por

(1.3) f 50 (a]dY)
de la sefial discreta f en su primera tendencia a! = (am)g/jl y su primera fluctuacién d! =
()

El mapeo H; en (1.3 tiene inverso, el cual manda la sefial transformada (a'|d") de regreso
a la sefial f, via la expresion:

A, + do,
1.4 g = e om
(1.4) Jom41 NG

m_dm
(1.5) fom = m—fm

V2

param = 1,2,..., N/2. En otras palabras, f; = (a; + dl)/\/§, fo = (a1 — dl)/\/§, f3 =
(az + da) /2, fi = (as — dy)//2, y asi sucesivamente, vease [22]].

Una propiedad importante de la transformada de Haar es que conserva la energia de la
sefial, definida como

En efecto

2 2
2 2 am"'dm am_dm> 2 2
Ffon=|—"72) + (=2 =ah +d,
f2m+1 f2m < \/5 > ( \/5 am m

(esta es la razon de haber elegido \/2 en vez de 2 como se harfa, tomando promedios mdviles
a la manera usual) sumando param = 1,2,..., N/2 obtenemos

€f = €q1 T €41

Observe que la energia ¢; no es sino la norma al cuadrado de la secuencia finita f € RY
respecto al producto escalar usual:
€ f = f . f
Las secuencias de tendencia y fluctuacién son elementos a' € RY2 d' € RM2, donde

R™/2 se considera como espacio euclidiano con producto escalar usual; luego las propiedades
anteriores de la transformada de Haar se pueden resumir diciendo que

H,: RY — RY/2 g RN/?
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es una isometria, con inversa [1.5).
Llevemos mds alld la analogia introduciendo las llamadas wavelets de Haar primer nivel,
WL eRN m=1,2,..., N/2, definidas como

11
le(—,——,o,o,...,o)
1 =\2 V2

11
W) =(0,0,—,-—,0,0,...,0
( V22 >

1 1
Wy =1{0,0,0,0,—, ;0,0,...,0
’ ( V2 V2 )
1 1
1.6 Who=10,0,...,0,—, ——— | .
( ) N/2 ( \/5 \/5)

Note la propiedad de fraslacion: la wavelet W, es una traslaciéon por un ndmero par de
lugares, de la wavelet madre W} y cada una tiene promedio 0.
La fluctuacién d* se pueden escribir entonces como

(L.7) d = f-wh

param =1,2,..., N/2.

Anéalogamente, podemos expresar los valores de tendencia de primer nivel a! como pro-
ductos escalares con cierta sefiales elementales, llamadas sefiales de escalamiento primer
nivel que se definen como

1 1
1.8 Vi, =10,0,...,0,—,— ).
(19 N2 NG, \/5)
Entonces
(1.9) al, = f-v2
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param =1,2,...,N/2.
Notese que las wavelets y sefiales de escalamiento satisfacen la relacion de ortogonalidad

(1.10) Vi Vi = S
(1.11) Wh-Wh = Smm
(1.12) Wh V5 = S

Decimos que la familia de wavelets y sefiales se escalamiento forman un conjunto biortonor-

mal.
De la misma manera, las sefales de escalamiento de Haar de segundo nivel Vn% e RN/,

m=1,2,..., N/4, se definen como

1 11
Vi=1(2,2,2,-,0,0,...,0
1 (27 7272777 7)

1111
2* —_— —_— —_— —_—
‘/’2 _(07070707272727270707"'70>

N | —

1111
1.13 2. = 0= === ).
( ) VN/4 (0707 7072727272>
y las wavelets de Haar de segundo nivel W2 € R4 m = 1,2,... N/4, estdn definidas
por:
11 1 1
Wi=|=,=-=,-=,00,...,0
1 (2727 27 27 y» MV 9 )
11 1 1
|/|/2— — — —_—
2 (070707072727 27 270707 70)
11 1 1
1.14 W2, & = - - 2.
( ) N/4 (0707 7072727 27 2)

Estas wavelets tienen soportes de longitud 4, ya que todas son traslaciones en multiplos de
cuatro unidades de tiempo de la primera wavelet W 2. También tienen todas energfa 1 y valor
promedio 0. Usando productos escalares, la fluctuacién de segundo nivel d? cumple que

(1.15) dy, = f-Wg,
(1.16) a, = f-V2?
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param = 1,2, ..., N/4. De esta manera la transformada de Haar de segundo nivel es la
aplicacion
(1.17) f s (a®|d?).

Si aplicamos la transformada de Haar de primer nivel a la sefial f obtenemos:
f e (ald)
y si aplicamos la transformada de Haar de segundo nivel a la tendencia, obtendremos
RY 5 f = (a®|d*|d") € RV* @ RN o RN/2,

Dicho de otra manera, hemos descompuesto la sefial en una sefial de tendencia y dos sefiales
de fluctuacion:
f=a*+d*+d"

El procedimiento se puede generalizar considerando wavelets y sefiales de escalamiento de
niveles mayores. Naturalmente como la sefal es finita, hay un limite para este procedimiento,
obteniendo asi el andlisis multiresolucion de la sefal original al un nivel k:

(1.18) f=d+d" '+ ..+ d-

El ejemplo mostrado en la figura[I.1| muestra analisis multiresolucién al nivel 6 del fone-
ma “a”, usando la transformada de Haar. Aqui hemos usado la interfase grafica wavemenu
de Matlab. La senal original estd indicada por s, ag es la tendencia y d; a dg son los detalles
sucesivos. Como indica el titulo de la figura, la sefal s se obtiene como superposicién de la
sefial de tendencia y los detalles: s = ag + dy + - - - 4+ dg. Observe que la escala del detalle dg
es un orden de magnitud menor que la sefial original.

La teoria de wavelets se puede usar con gran ventaja en dos tareas importantes en el
procesamiento de sefales: Filtrado del ruido (denoising) y compresién. En las siguientes

secciones ilustramos con la misma sefal, estos dos procedimientos.

1.2. Denoising

El andlisis multiresolucién de la sefial se puede usar con ventaja para filtrar el ruido
de una sefial. Ya que la energia se reparte entre la sefial de tendencia a* y las fluctuaciones
de diversos érdenes, es de esperar que las fluctuaciones de orden mds pequefo, d', d?, etc.,
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Figura 1.1: Anélisis multiresolucién del fonema “a”
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contengan esencialmente sefiales aleatorias, es decir ruido. En la teoria de wavelets el filtrado
del ruido se puede hacer reteniendo sélo un porcentaje de las sefiales de fluctuacion [22].

En la figura se muestra en andlisis multirresolucion del fonema “a” mostrando los
coeficientes de detalle d;—dg; la sefial filtrada se muestra superpuesta en color guinda sobre
la sefial orginal en rojo, de la que se han suprimido completamente las componentes d' y d?

del analisis MRA.

1.3. Compresion

La compresion de una sefial se puede realizar reteniendo tan sélo los coeficientes principales
de tendencia a* y s6lo algunos de los tltimos coeficientes de fluctuacién de 6rdenes mds altos
d*=1, d*=2, etc. [22]. Este proceso se llama compresién y ha sido uno de los grandes éxitos
précticos en la teoria de wavelets. El formato JPG 2000 permite comprimir una imagen con
un alto porcentaje de compresion no logrado antes por métodos estdndar, como la transfor-
mada de Fourier en coseno, por ejemplo. En la figura[I.3]se muestra la sefial del fonema “a”
comprimida por un factor de 80 % aproximadamente. La sefial comprimida, que se muestra
en la misma figura , retiene sin embargo, la mayor parte de la estructura de la sefial original.

El diagrama que aparece en las figuras [I.2]y [I.3| que llevan el encabezado “Original coe-
ficients” se llama diagrama tiempo—frecuencia; en el eje horizontal aparece el tiempo (en
unidades enteras del intervalo de muestreo), en el eje vertical las frecuencias componentes de
la sefial en el instante de tiempo correspondiente. Se puede pensar que la sefial original, no
estacionaria, en una ventana temporal ¢, ¢ + At esta compuesta por las distintas frecuencias
a lo largo del eje vertical en esa banda, los colores mds claro corresponden a frecuencias
mads altas. En este sentido, el andlisis multirresoluciéon generaliza la técnica conocida como
STFT (Short Time Fourier Transform) con la ventaja que la ventana temporal se puede hacer
arbitrariamente pequefia (veremos que en realidad hay una limitante andloga al principio de
incertidumbre de Heissenberg, pues si queremos una alta resolucién temporal debemos pagar
el precio de admitir una resolucién en frecuencia pobre).

1.4. Wavelets de Daubechies: la wavelet daub4

Existen una gran coleccion de transformadas wavelets descubiertas por Ingrid Daubechies.
Las transformadas wavelets de Daubechies estan definidas en la misma forma que las trans-
formadas wavelets de Haar, calculando los promedios y tendencias a través de productos
escalares, con wavelets y sefiales de escalamiento. Para las transformadas wavelets de Dau-
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bechies, las wavelets y sefiales de escalamiento tienen un soporte mayor, es decir, que pro-
ducen los promedios y las diferencias por medio de mds valores de la sefial. Este cambio
proporciona una mejora enorme de la capacidad de estas nuevas transformaciones, las cuales
nos brindan un conjunto de herramientas potentes para el procesamiento de sefales.

Hay muchas transformadas de Daubechies, pero todas son muy similares. En esta seccion
nos concentraremos en la mas simple, la transformada wavelet daub4. La transformada wa-
velet de Daubechies se define esencialmente del mismo modo que la transformada wavelet
de Haar. Para ello se definen las constantes de escalamiento [22]]:

(1.19) oo LEVB o 34VB o 3-VB 13
. 1 4\/57 2 4\/§> 3 4\/57 4 4\/5

y las sefiales de escalamiento

(1.20) Vi = (a1, a9,a3,04,0,...,0)

(1.21) Vi = (0,0,0,0, a1, 0,3, 04,0,...,0)

(1.22) Vi = (0,0,0,0,0,0,0,0,qay, s, a3, ay,0,...,0)
(1.23) N

(1.24) Ve = (0,0,..., 01,09, 03,0)

(1.25) Ve = (03,04,0,...,01,0).

Las wavelets daub4 se definen en términos de los nimeros de wavelet daub4 [22]

1-VB L VB-3 . 34V . 13
(1.26) ﬂl—ﬁ, _W’ f3 = —7r 54——4\/5 .

42
Observe que satisface la relacion

B

fr=as, [o=—a3, ,f3=0as [s=—0.

Ahora para una sefial f tiene de longitud N par, la transformada daub4 de primer nivel

D y : s : .
es el mapeo f — (a'|d') de la sefial f en su primera subsefial de tendencia a' y su primera
subseifial de fluctuacion d', donde

(1.27) ay, =f-V}!
y andlogamente

(1.28) d = f-Wp.



1.4. WAVELETS DE DAUBECHIES: LA WAVELET DAUB4 13

La transformada wavelet daub4, al igual que la de Haar, se puede extender a niveles
multiples tantas veces como la longitud de la sefial lo permita. El andlisis multirresolucién
basado en las wavelets daub4 tiene las mismas propiedades funcionales que la wavelet de
Haar, i.e. que el mapeo D! es una isometrfa.

Las wavelets daub4 las mencionamos aqui por dos razones: (a) para mostrar que el
andlisis multirresolucion es general y (b) porque sus multiples aplicaciones. Por el momento
la wavelets de Haar y daub4 serdn suficientes para motivar los desarrollos que se hardn en las
siguientes secciones.






Capitulo 2

Senales

En las dreas de comunicaciones, ingenieria electronica y biomédica, una sefial es una cantidad
escalar que cambia con respecto al tiempo, por lo que podemos escribirla como una funcién
real de una variable. Una sefial puede observarse a cualquier instante de tiempo y la amplitud
puede tomar un valor arbitrario en principio. A una sefial de este tipo se le llama continua en
el tiempo, o sefial andloga.

Si tomamos la sefial en instantes dados de tiempo, permitiendo que la amplitud tome
cualquier valor, entonces la sefial es continua en amplitud 'y discreta en el tiempo.

Otro tipo de sefial que esta definida para todos los tiempos, pero solo puede tomar ciertos
valores de un conjunto dado, se le llama discreta en amplitud y continua en el tiempo.

Las sefiales que estan definidas en instantes dados del tiempo y que solo pueden tomar
valores de un conjunto dado, se les llama discreta en amplitud. A este tipo de sefiales se le
llama sefial digital.

2.1. Muestreo y reconstruccion de una seiial

El proceso de pasar de una sefial andloga continua en el tiempo a una sefial discreta en el
tiempo, se le llama muestreo [17]. Existen varias maneras de muestrear una sefial andloga.
Una de ellas puede realizarse multiplicando la sefial continua en el tiempo por un tren de
pulsos unitarios, es decir,

(2.1) x(n) = x4(nT), —00 < n < 00

donde z(n) es la sefal discreta en el tiempo obtenida muestreando la sefal andloga x(t)
cada 7" segundos. Al periodo de tiempo 7' se le llama periodo de muestreo. Generalmente se

15
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toma constante por lo que, el muestreo obtenido es equidistante. Al reciproco 1/T = f; se le
llama frecuencia de muestreo y esta relacionado con la tasa de muestreo w,, es decir

1 w
22 - ==
(2.2) Js T~ 9.
El muestreo periddico establece una relacion entre las variables ¢ y n de sefiales continuas
y discretas en el tiempo [15]]. Estas variables estan linealmente relacionadas por el periodo de

muestreo 7" o por la tasa de muestreo f; = 1/7"

(2.3) t=nT=—

f
por lo tanto, debe existir una relacion entre la frecuencia continua F' (o bien €2) de sefiales
andlogas y la frecuencia discreta f (i w) para sefiales discretas en el tiempo. Consideremos
una sefial sinusoidal 6 sinusoide de la forma:

n
)
s

(2.4) To(t) = Acos(2nFt + 0).

Luego la muestreamos periédicamente a la razén f; = 1/T y obtenemos

(2.5) 2o(nT) = x(n) = Acos(2nFnT + 0) = Acos (27T;F + 9).

Podemos escribir una sefial sinusoidal discreta en el tiempo como
(2.6) x(n) = Acos(wn + 0), —00 < n < 00,

en donde, n € Z es el niimero de muestra, A es la amplitud, w es la frecuencia en radianes
por muestra y 6 es la fase en radianes. Por otro lado, w puede reescribirse en términos de la
frecuencia f como w = 27 f, entonces

2.7 x(n) = Acos(2rfn +0), —00 < n < oo,
Si comparamos (2.7) con (2.5), veremos que

F
2.8 S
(2.8) f 7.

o equivalentemente

2.9) w=QT
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A la relacién (2.8)) se le denomina frecuencia normalizada o relativa.
Cabe senalar que el rango de £y el de 2 para sinusoides de tiempo continuo es

-0 < F < o0

(2.10) —00 < ) < o0

mientras que para sinusiodes en tiempo discreto es

1 1
—5 < [f<3

(2.11) T < Ww<T

Si suponemos que — f;/2 < f < fs/2, entonces la frecuencia f de x(n) esta en el rango
—1/2 < f < 1/2 la cual corresponde al rango de frecuencias de las sefiales de tiempo
discreto, asi que la relacién entre fy y F{ es inyectiva, y por lo tanto es posible reconstruir la
sefal original x,(t) a partir de sus muestras z(n).

Por otro lado, si los sinusoides

(2.12) To(t) = Acos(2rFyt +0) Frp=Fy+kfs, k==+1,+2 ...

se muestrean a una razén de Fj, entonces la frecuencia F}, esta fuera del rango fundamental
de frecuencias — f;/2 < F' < f,/2. Asi que la sefial muestreada es

o+ kfs
— N

s

(2.14) = Acos(2m fon + 0).

(2.13) z(n) = x4(nT) = Acos(2m +0)

Por lo tanto, hay una infinidad de sinusoides de tiempo continuo que estdn representadas por
la misma sefial de tiempo discreto. Consecuentemente, podemos decir que las frecuencias
Fy = Fy+kfscon —oo < k < ooy k entero, son indistinguibles de la frecuencia F{y después
de muestrear, apareciendo asi el fendmeno llamado aliasing. Analizaremos este fendmeno en
el contexto del teorema de Shannon-Whitaker.

2.2. Teorema del muestro

El teorema del muestreo establece justifica la operaciéon mediante la cual una sefial continua
en el tiempo puede reemplazarse por una sucesion discreta de valores. El teorema establece
que una sefial puede reconstruirse perfectamente a partir de una sucesion de sus muestras si
la tasa de muestreo es mayor que cierto valor limite llamado frecuencia de Nyquist [17]].
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Si tenemos una sefial andloga, el ancho de banda se define como la longitud del rango de
frecuencias en el cual estd concentrada la mayor parte de la potencia de la sefial; el ancho de
banda generalmente se mide en Hertz (Hz). Por ejemplo, en conexiones a Internet, el ancho
de banda se mide en megabits por segundo (Mbps).

El teorema de Nyquist—Shannon afirma que es posible reconstruir una sefial, si la fre-
cuencia de muestreo es mayor que el doble de la frecuencia méxima de la senal. La mdxima
frecuencia componente de la sefial se llama el ancho de banda. Si v, es la frecuencia de mues-
treo, Vny, = Vs/2 se llama la frecuencia de Nyquist [17]. Por ejemplo, si el ancho de banda
de una sefial es de 50 Hz, debemos muestrear al menos a 100Hz, para poder reconstruir la
senal.

Consideremos una sefal continua f(¢). El muestreo a intervalos regulares de tiempo 7" se
puede representar por la suma de deltas de Dirac,

fat)y="Y_ f(nT)s(t — nT).
En realidad esto quiere decir que la funcién muestreada f(t) tiene por valor

| f(nT) sit=nT,
falt) = { 0 en otro caso

—inTw

Como la transformada de Fourier de d(t — nT') es e , entonces la la transformada de

Fourier de f4(t) es
(2.15) falw) = > fT)e ™.

Para entender c6mo reconstruir f(¢) a partir de su versién muestral f;(¢) primero veamos
la relacion entre sus transformadas de Fourier

Proposicion 2.1. /8] La transformada de Fourier de la sefial discreta obtenida por muestreo
de la sefial continua a intervalos regulares de longitud T’ es

(2.16) falw) = % > f <w - %7”) .

La relacion ([2.16)) se sigue de ([2.15)).
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Observe que el lado derecho es 27 periddico. El teorema anterior nos dice que mues-
trear a intervalos de tiempo 7' equivale a promediar la transformada de Fourier f sobre todas
sus traslaciones. Este resultado se debe a Whitaker [1935] quien lo publicé en un libro so-
bre interpolacion y fue redescubierto por Shannon [1949] en el contexto de la teoria de la
comunicacion.

Consideremos el problema de reconstruir una sefial de banda limitada a partir de sus
valores sobre los enteros. Estas funciones son de la forma

)\ .
(2.17) f(t) = / F(&)e* ™ de

A

en donde F' € L'(—\, \) y establecemos que F'(£) = 0 cuando |¢] > . El ndmero A es el
ancho de banda. El teorema del muestro de Shannon es la siguiente identidad [14]

sen7(t —n)

teR
7(t —n) <

(2.18) F&)=>"f(n)

neN

en donde la serie se toma como el limite de las sumas parciales simétricas y la fraccion es
igual a 1 cuando n =t¢.

El siguiente ejemplo muestra que la relacion no necesariamente se cumple para
cualquier ancho de banda.

1= (27 = [ - e

es una sefial de banda limitada con A = 1. Como f vale cero sobre los enteros, no podemos
recuperar f a partir de { f(n) }nez.

Ejemplo 2.2.

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para la validez de (2.18).
Teorema 2.3 (Whittaker, Shannon, Boas). Supongamos que F' € L'(—\, \) define una seiial

de banda limitada con \ < % Entonces la formula del muestro de Shannon se cumple.
De manera general, si A > % podemos estimar
<2 P
€[> 3

sen7r senm(t —n)
Zf t—n)
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Figura 2.1: Efecto Moiré. (a) Imagen muestreada a una frecuencia por arriba de la frecuencia
de Nyquist. (b) Imagen muestreada a una frecuencia por abajo de la frecuencia de Nyquist.
Imigenes tomadas de http://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist-Shannon_
sampling_theorem.

La demostracion puede revisarse en [14].

Las funciones que satisfacen las hipétesis del teorema de Whitaker-Shannon se llaman de
banda limitada.

Si el intervalo de muestreo es 7', a f; = 1/T se llama la frecuencia de muestreo. Si la
frecuencia de muestreo es baja, puede ocurrir el llamado efecto de aliasing (hay mas de una
seflal que corresponde a la misma muestra, o sea hay un alias). Ejemplos de aliasing son
comunes en el cine o la television cuando vemos las ruedas de una carreta o de un auto girar
en sentido inverso del que deberian; esto ocurre porque la frecuencia de cuadros por segundo
de la cdmara es menor que la velocidad de rotacion de la rueda. En imégenes, el fendmeno de
aliasing puede presentar de diversas maneras como el efecto Moiré que se muestre en la figura
[2.1] El ancho de banda puede pensarse como la mdxima frecuencia de ladrillos por unidad
de longitud horizontal o vertical del adoquinado de ladrillos, en tanto que la frecuencia de
muestreo es el vector de nimero de pixeles en la horizontal y la vertical por unidad de area.

En la figura [2.2] se presentan otro ejemplo de aliasing en una sefial 1-dimensional. La
sefal de baja frecuencia es f;(t) = sen(27t); la seiial de alta frecuenciaes fo(t) = sen(227t).
Ambas sefales son muestreadas a una frecuencia de v, = 10 Hz. El ancho de banda de la
primera sefial es de 1 Hz y de la segunda de 11 Hz, de modo que la segunda sefial no se espera
que pueda ser recuperada a esta frecuencia de muestreo. De hecho, la sefial f; es un alias de


http://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist-Shannon_sampling_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist-Shannon_sampling_theorem
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Figura 2.2: Ejemplo de aliasing.

la sefial f5.

2.3. Cuantizacion

El proceso de muestreo descrito anteriormente es el proceso de convertir una sefial continua
en el tiempo en una sefial discreta en el tiempo, mientras que la cuantizacién es la conversion
de una senal la cual es continua en amplitud en una seial que es discreta en amplitud [17].

Podemos ver a la cuantizacién como clasificar el nivel de una sefal continuamente va-
luada sobre ciertas bandas. En muchos casos, estas bandas estdn espaciadas con el mismo
tamafio sobre un rango dado.

A cada banda se le asigna un c6digo o un valor numérico. La mayoria de sistemas usan
el cddigo binario, es decir, el nimero de intervalos de cuantizacién N es:

(2.19) N=2"

donde n es el tamafo de palabra del cédigo binario. Por ejemplo, para representar imdgenes
en escala de grises, se usa n = 8 bits que proporcionan una resoluciéon de N = 256 bandas,
y para representar imdgenes a color, se puede usar n = 16 bits, el cual nos da N = 65536
colores. Entre mayor sea el nimero de bandas, mayor sera la resolucioén que obtengamos.
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2.4. La transformada de Fourier discreta

Consideremos una sefial discreta x,,, n = 0,2, ..., N—1. Esta sefial podria venir de muestrear
una sefial continua f(¢) a una frecuencia de muestreo v, de modo que si At = 1/v, entonces
x, = f(nAt), aunque para definir la transformada de Fourier discreta no es necesario suponer
que la sefial provenga de un muestreo.

La transformada discreta de Fourier se define como [15]]:

N—-1
1
(2.20) X = —= ) z,e ™R/,
g

Observe que la sucesiéon de nimero complejos X, estd definida para todo indice k& entero
aunque es periddica de periodo /NV:
(2.21) Xian = Xg.

En particular

F

(2.22) Xo =

=il
g

3

que se conoce como la componente DC.
A menudo se usan otras convenciones distintas a (2.20)). La principal razén de usar esta
definicion es que se satisface la identidad de Parseval:

N-1 N-1

(2.23) D lwal? =D X
n=0 k=0

que significa que la trasformada de Fourier discreta (DFT)

F[(@a)nZo] = (Xuhlos

n=0

es una isometria.
La transformada de Fourier discreta inversa permite recobrar la sefial original:

N—-1
1 .
(2.24) T, = —— E X, e2mink/N
v N k=0

Observe que el lado derecho de esta expresion representa la extension periddica (Z,, ) ez de
la sefial original (z,,))

FpaN = Gy By = T, 510 <1 < N,
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2.5. El espectro de potencia

Siz;,j=1,2,..., N esuna sefal discreta y X}, su transformada de Fourier discreta (2.27),
el médulo al cuadrado es el espectro de potencia [15]:

P.=|X:*, k=0,1,2,...,N —1.
Naturalmente de (2.21) se sigue que
Pryn = D

Si, como sucede a menudo, la sefial original (z,) es real, entonces de (2.24) se sigue que
Xk = Xj y por lo tanto

(2.25) P = Py

También, de (2.22)) se sigue que
Py =Nz’

donde 7 es el promedio de la sefial. Dada la propiedad de periodicidad (2.21)) serd suficiente
el espectro de potencia en el intervalo simétrico

P, k=-N/2,-N/2+1,...,—1,0,1,...,N/2.

En ocasiones el promedio de la sefial es mucho mayor que el de los arménicos subsecuentes
y se omite el nivel DC:
P, k=1,...,N/2.

A menudo se trabaja con el espectro de potencia en escala logaritmica

logo(Px) = 21ogo(| Xk|).

El espectro de potencia referido a una escala arbitraria R se mide en decibeles

X
2log;, (%) db.

Si la sefal discreta proviene de muestrear una sefial continua a una frecuencia de muestreo
fs, entonce el indice % del espectro de potencia corresponde a la componente de frecuencia

szk’%, k=0,1,...,N—1
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Figura 2.3: Sefial f(t) = 2 cos(4nt) + 0.5 sen(247t) muestreada a 1024Hz y su espectro de
potencia.

Observe en particular que fn/2 = fnyq €s la frecuencia de Nyquist.
Por el teorema de Parseval

N-1 N-1 N-1
(2.26) Yl =D X =) B
n=0 k=0 k=0

De modo que el espectro de potencia nos da la informacién sobre la contribucién en ener-
gia de cada uno de los modos (frecuencias) que constituyen la sefial en el rango de frecuencias
que son detectables con el muestreo 0 < fi, < fy,.

En la figura 2.3 se muestra la sefial f(t) = 2cos(4nt) + 0.5sen(247t) muestreada con
N = 1024 puntos en el intervalo [0, 1] es decir con frecuencia de muestreo f; = 1024 Hz. Las
frecuencias componentes de la sefial son f; = 2y fy = 12. Obviamente fy,, = 512 > fi, fo
sin violar el criterio de muestreo. En la misma figura se muestra el espectro de potencia en
escala logaritmica. Las lineas verticales muestran las frecuencias componentes de la sefial.

2.6. Analisis de Fourier para seiiales continuas

En el andlisis de Fourier se busca descomponer una sefial compleja en componentes sinusoi-
dales simples. Dada una funcién f(z) definida para = € [0, 27] su serie de Fourier asociada
se define como

+ Z a, cos(nx) + b, sen(nx)
k=1

_ %
(2.27) =5

donde los coeficientes de Fourier son:

1 /27 1 [27
= ;/0 f(t)cos(nt)dt, b, = —/0 f(t)sen(nt) dt.
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Figura 2.4: Funcién definida en [—, 7] (linea gruesa) y su extension periddica (linea tenue).

El simbolo = en ha sido motivo de discusién por muchos afios, pues no siempre signifi-
ca una igualdad en el sentido usual. Por ejemplo; el lado derecho es una serie que no siempre
es convergente y aun cuando lo sea para un valor particular de x no siempre coincide con el
valor de f(x) del lado izquierdo. Si el lado derecho es convergente para todos los valores de
x, el lado izquierdo sélo estd definido en principio para x € [0, 27]. Una discusién completa
hace necesario hablar de distintos tipos de convergencia: convergencia puntual, uniforme, ab-
soluta, en LP, Cesaro—sumable, etc. Para concretar mencionamos el siguiente resultado que
serd suficiente para nuestros propositos

Teorema 2.4 (Dirichlet). [[[4] Si f: [0,27] — R es continua a trozos y acotada, entonces la
serie de Fourier converge al valor promedio

L) + fa)).

En las hipétesis del teorema anterior, el lado derecho de (2.27)) define la extension peri6-
dica de f(x), definida por

f(2) = f(x mod 2m),

véase por ejemplo la figura [2.4]
Tomando la serie finita en (2.27) obtenemos aproximaciones sucesivas a la funcién f(z),

N
Qo
fn(z) = ) + ; an, cos(nx) + b, sen(nzx).

En la figura [2.5] se muestran dos funciones y sus respectivas aproximaciones de Fourier para
N = 4,8,15,30. En la columna izquierda se muestran las aproximaciones de Fourier so-
brepuestas con la grifica de una funcion discontinua que ademds presenta transitorios (las
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ondulaciones en los extremos de la grafica). Se observa claramente el fendmeno de Gibbs:
En los puntos de discontinuidad las aproximaciones de Fourier tienden a oscilar; en dichos
puntos se ve claramente como la serie converge al valor promedio de los limites laterales,
consecuente con el teorema de Dirichlet.

En la figura [2.6] se muestran los errores correspondientes a las distintas aproximaciones
de Fourier. Es de notar que el error sigue siendo grande ain para N = 30 para la sefial con
discontinuidades. Esto muestra que el desarrollo de Fourier no es tan bueno cuando la sefial
posee transitorios.

Otro inconveniente notable del anélisis de Fourier es que no estd bien adaptado para el
estudio de senales que no sean estacionarias. De manera informal, una sefial f(t) es estacio-
naria, si su perfil en ventanas de diferentes ventanas de tiempo es el mismo. Recordemos que
una funcién f € L*(R) es estacionaria si la funcién de autocorrelacién

R(s1,8) = /00 ft—s1)f(t — s9)dt,

depende solo de s, — s1. En este caso

Ris)= [ rwfe - sy

es la funcidn de autocorrelacion.

En la Figura 2.7 se muestra la seial f(t) = 2cos(4nt) + 0.5sen(247t) en el intervalo
[—L, L], con L = 7; ala derecha se muestra la sefial f; modificada por un salto de altura 6
en el intervalo [—d, ]; es decir

([ gt) sift| >0
fﬁ(t)_{ﬁ‘ si [t] <6

cono =0.1.

Se muestrean f(t) y fs(t) en N = 1024 puntos igualmente espaciados en el intervalo
[—L, L], lo cual da un intervalo de muestreo At, = 2L/N = 7/512 y por lo tanto una
frecuencia de muestreo f; = 1/At, ~ 16 En la segunda fila se muestran los espectros de
potencia de las sefiales correspondientes. Los picos bien definidos del espectro de ¢ indican
que posee componentes bien definidos de frecuencias f = 2, 12. Para la sefial f(t) el espectro
de potencia presenta ondulaciones sobrepuestas al espectro de g(t)

Teorema de Nyquist—Shanon: Si una sefial f(t) contiene frecuencias no mds altas que B entonces la sefial
estd completamente determinada por una serie muestral de puntos espaciados 1/(2B). En nuestro caso la ma-
xima frecuencia componente de la sefial es 12, luego el intervalo de muestreo minimo es 1/24, en nuestro caso
Afs=2L/N =7/512 < 1/24.
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Figura 2.5: Aproximaciones de Fourier para dos funciones: (a) Salto (izq.) y rampa (der.); (b)
N=4;(c) N=8;(d) N =15;(e) N = 30.
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Figura 2.6: Errores de las aproximaciones de Fourier de la figura [2.5] (a) Salto con disconti-
nuidades (izq.) y rampa (der.); (b) N = 4; (c) N = 8; (d) N = 15; (e) N = 30.
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Figura 2.7: (a) Sefial f(t) = 2 cos(4nt) + 0.5 sen(247t) (izq) y senal modificada por un salto
en [—d, 0] (der.) (b) Espectros de potencia.




30 CAPITULO 2. SENALES

2.7. La transformada de Fourier continua

Supongamos que f es una funcién Lebesgue integrable sobre R. Siempre que exp(—ewt) es
continua y acotada, entonces el producto exp(—iwt)f(t) es localmente integrable para cual-
quier w € R. También se cumple que |exp(—iwt)| < 1 para toda w,t € R. Si consideramos
la siguiente integral

(2.28) (f,e_w>:/f(t)e_wdt, w € R,
R
entonces
(2.29) \/f(t)e—iwtdt, w € R| g/\f(t)|dt: I fll1 < oo.
R R

Esto significa que la integral (2.28) existe para toda w € R y asi obtenemos la siguiente
definicion.

Definicion 2.5. [14] Sea f € L*(R). La transformada de Fourier continua de la funcién f(t)
denotada por f(w) se define como

(2.30) ﬂ@z{ﬂﬁmwzéf@emﬁ

La integral de Fourier (2.30) mide las oscilaciones de f en la frecuencia w, a f (w) sele
llama el espectro de frecuencias de una sefial o forma de onda f(t). Puede referirse igual-
mente a f(¢) como la forma de onda en el dominio del tiempo y a f (w) como la forma de
onda en el dominio de frecuencia.

Las siguientes son propiedades bdsicas que se muestran a partir de la definicién

Proposicion 2.6. [I4)] Sea f(t) € L'(R). Entonces
1. [Continuidad] La aplicacion w — f (w) es uniformemente continua.

2. [Contraccion] La aplicacion | +— f es una contraccion entre los espacios L*(R) y

L=(R):
!FUMSAU@HMIHML

3. [Linealidad] El operador F es lineal.
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4. [Traslaciény corrimiento] Si F es la transformada de Fourier de f entonces e=>™* F'(w)
es la transformada de Fourier de f(x — a) y F(w + b) es la transformada de Fourier

de 6727rib-:cf($)_

5. [Convolucion] Si F; es la transformada de Fourier de f;, i = 1,2, entonces F1F; es la
transformada de Fourier de la convolucion f, x fs:

(fi* fo)(z /f1 Vol —y) dy

La demostracién puede revisarse en [6].
Aunque la transformada de Fourier se ha definido originalmente para funciones en L' (R")
se puede extender a funciones en L?*(IR") usando densidad.

Teorema 2.7 (Plancherel). [I4] Sea f € L'(R"). Si ademds f € L*(R") entonces su trans-
formada de Fourier f € L*(R™). En particular la transformada de Fourier en L*(R™) N
L*(R"™) puede extenderse a L?(R"™) como una isometria.

2.8. Principio de incertidumbre de Heissenberg

El principio de incertidumbre de Heissenberg tiene sus origenes en la Mecdnica cudntica y
afirma en esencia que dos observables tales como la posicién y el momento no pueden deter-
minarse con absoluta precision sino que hay un limite natural al producto de sus varianzas.
La posicion y momento son variables conjugadas en Mecdnica cudntica, en el sentido de que
una es la transformada de Fourier de la otra. En términos mateméticos, si f € L*(R") la
dispersion de f alrededor de O se define como

o2 f (@) da
o (@) Pde
Teorema 2.8 (Principio de incertidumbre). [I4] Sea f € L*(R"™), una funcién a valores

complejos que es absolutamente continua, tal que x f € L*(R™) y f' € L?*(R"). Entonces se
tiene la desigualdad

Do(f) =

Do(N)Do(f) = 7.

El término “incertidumbre” proviene de la interpretacion de que no se pueden localizar al
mismo tiempo f(z) y f(£) en sus respectivos espacios. Si f(z) estd localizada alrededor de
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Figura 2.8: Principio de incertidumbre de Heissenberg.

z = 0, entonces Dy (f) serd pequefia por lo que la dispersién Dy (f) de su transformada seré
grande.

En la figura [2.8] se muestran funciones dependientes de ¢ (y de pardmetros indicados por
subindices) y su transformadas de Fourier dependientes de w. Las dispersiones alrededor de
la media de la funcién g(¢) y su transformada g(w) definen dos rectdngulos cuya drea no
puede hacerse arbitrariamente pequeia.

2.9. La transformada de Fourier de tiempo corto (STFT)

Una sefial estacionaria se puede analizar mediante sus diversas frecuencias componentes de
su espectro de potencia. Por ejemplo, la seiial puramente senoidal f(t) = sen(27vt) tendrd
en su espectro de potencia, un pico bien definido en la frecuencia v.

La STFT busca la aparicion de la frecuencia circular w en cierto tiempo ¢. La funcién que
se analiza tiene la forma

TUW
Jwit) = € w(u - t)v
donde w(u) es la funcion ventana, generalmente centrada en el origen y con un corrimiento

en el tiempo ¢. En este caso, la sefial transformada depende de w y de ¢. Como ésta siempre
dependera de la forma de la funcién ventana, se denotard por f,(w,t) y se define como [4]:

2.31) folwnt) = / ()9 @)
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Aty

Figura 2.9: Celdas en el plano fase, w (linea continua) y g(. s (linea salteada).

En general, la funcién a analizar estard localizada en el tiempo respectivo t. Por lo tanto,
la transformada no sélo informacién global sobre la aparicion de una cierta frecuencia, sino
también el tiempo en que aparece. Por otro lado, el tamafio de la ventana es constante, por
lo tanto, si se quiere detalles diminutos de la sefal (frecuencias grades) en s6lo una vecindad
pequefia, eventualmente la sefal se partird. Las amplificaciones en detalles mas pequefios,
andlogamente a un microscopio, no se pueden realizar.

Supongamos que la funcién ventana tiene los siguientes pardmetros de localizacién:

t, = 0,w, =0, Aty,, Aw,,
entonces los pardmetros de localizacion de g, ) son

t =t,wy, , =w,At Aty,, Awg(w) = Aw,.

9(w,t) Iw,t)

Las celdas correspondientes en el plano fase se ilustra en la figura[2.9]

Por lo tanto, la transicion de w = g(,0) —* g(w,r) corresponde solo a un corrimiento de la
celda en el plano fase, mientras que el tamafio y la forma permanecen sin cambios.

Cuando la sefial no es estacionaria, existe una técnica para analizarla llamada la trans-
formada de Fourier de tiempo corto (STFT) que consiste en tomar segmentos de la sefial
(técnicamente se dice “ventanear” la sefial) multiplicando por una funcién escalar entre 0 y
1 de soporte L, con mdximo en L /2 y realizar su anélisis del espectro. Por traslaciones de la
funcién ventana, se pueden seleccionar otros segmentos de la sefial y calcular su espectro de
potencia. En la figura [2.10] se muestra un ejemplo de este procedimiento usando la ventana
de Hamming, cuyo perfil se muestra en la figura[2.10] En el STFT las ventanas en general se
traslapan, con el fin de no perder informacidn en los extremos de las ventanas. Los espectros
de la sefial ventaneada se muestran en la figura[2.12]

El anélisis del espectro de la sefial ventaneada con una ventana de soporte especifico
y offset de deslizamiento se puede resumir en un diagrama llamado espectrograma. En la
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Figura 2.10: Ventanas de Hamming.
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Figura 2.11: Ventaneo de la sefial correspondiente al fonema “ta” con ventanas de Hamming.
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Figura 2.12: Anélisis de Fourier de tiempo corto. A la izquierda aparece la sefial ventaneada;
a la derecha el espectro de potencia, en escala logaritmica.

figura[2.11]se muestran espectrogramas de la sefial “ta” con ventanas de Hamming de distinto
soporte.

2.10. La transformada de Fourier discreta en 2D

La transformada de Fourier se puede extender con éxito a dos dimensiones para el andlisis de
sefales bidimensionales (imagenes).

Para ello consideremos una sefial continua bidimensional f(z,y) la cual se muestrea ob-
teniendo asf la sefal discreta bidimensional

(232) falwy) = Y fTy,naTo)d (s — niTh)o(y; — naTh)

n1,n2=—00

donde 77, T5 son los intervalos de muestreo a lo largo del eje x y y respectivamente. La suma
infinita sobre los indices enteros 71, ns, en realidad se reduce a muestrear la sefial en el punto
de coordenadas (n,7},n2T3). Ya que la transformada de Fourier de

(S([L’z — anl)(S(yj — TLQTQ) €S exXp [—i(n1T1w1 + HQTQWQ)]
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Figura 2.13: Espectrogramas de la sefial “ta”, con distintos soportes de ventana (8 en el primer
caso, 100 en el segundo).

entonces la transformada de Fourier de la senal muestreada es

(2.33) Fa(wr,wa) = Z F(niTh,moTs) exp [—i(ni Tiwr + noThws)]

n1,ne=—00
La demostracién de la siguiente proposicion es similar a su version unidimensional (2.20).

Proposicion 2.9. [[/1|] La transformada de Fourier de la imagen discreta, obtenida por mues-

treo de la imagen continua f(x,y) en intervalos de tamaiio Ty y Ts a lo largo de los ejes x e
yes

1 > o 2]6’17? 2]{’2’/T
Cz—iiz?z j:é::: cf' (:Ck)l Cz—i ) C‘)Q CZ?Z :)

k1,ka=—00

(2.34) Fa(wr, wa) =

Observe que f es la transformada de Fourier de la sefial continua f:

f(wl,wg) = /_00 /_Oo f(z,y) exp|—i(wiz + way)] dx dy.

El equivalente al teorema de muestreo de Shannon—Nyquist es el siguiente:
Teorema 2.10. [1]] Si f tiene soporte contenido en [—x Ty, 7 /Ty| x [—r /Ty, 7 /T3] entonces
f(z,y) = Z STy, noTy) by (. — naTh) by (y — noT3),
n1,N2=—00

donde hr es la funcion sinc (??).
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Si el soporte de f no estd contenido en el rectangulo [~ /Ty, 7/T1] x [—7 /T, 7/ T3], la
férmula de interpolacion introduce el fendmeno de aliasing. En la figura [2.1] se muestra un
efecto de aliasing llamado efecto de Moiré.

Sien discretizamos la frecuencias tomando w; = 27wk; /Na, wy = 2wk /Ny, donde
Nj es el nimero de puntos de muestreo a lo largo del eje = y /V, los puntos de muestreo a lo
largo del eje y, obtenemos la transformada discreta de Fourier bidimensional:

Ni—1,Na—1
~ 1 ’
fak, ko) = NN, > 0 f(n1,nz) exp [—i2m(ni k1 /Ny + noks /No)]
ni,n2=
donde f(nq,ns) es la sefial muestreada en los Ny x N, puntos (n1T1,neTs),ny =0,1,..., Ny1—
1,ng=0,1,...,Ny— 1y fa(k1, ko) es la transformada de Fourier discreta en las frecuencias

(k1fs, /N1, kafs,/N2), siendo fs, = 1/T1, fs, = 1/T5 las frecuencias de muestreo a lo largo
de los ejes x y y respectivamente.

2.11. La transformada de Gabor

La transformada continua de Gabor es una localizacion de la transformada de Fourier por
medio de la introduccién la funcién ventana. La existencia de esta ventana esta en funcién
de dos pardmetros: un pardmetro de tiempo para la ubicacién del centro de la ventana y un
parametro de frecuencia para la transformada de Fourier de la sefal ventana. La transformada
de Gabor se basa en traslaciones de tiempo y frecuencia.

Dada una funcién g(t) € L?(R) se construye la familia {g, : b,w € R} de funciones de
Gabor obtenidas mediante copias con corrimiento y modulacién de g

Iy (T) = €<V g(z —b).

Se usa la funcién g para concentrar el andlisis cerca de puntos especificos en el dominio
de tiempo y lo llamaremos funcion ventana del anélisis. Siempre que g es fija, la transformada
de Gabor continua asociada se define como

Definicion 2.11. [4] Sea g € L*(R) una ventana. La transformada de Gabor continua de una
sefial de energfa finita f € L*(R) esta definida por la transformada integral

(235) Gy(b.) = {f.900) = [ Fa)ala—De V.
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Si suponemos que la ventana real g(t¢) estd bien localizada en un intervalo centrado en

= 0, de longitud A; y que su transformada g(w) estd también localizada en una banda

centrada en w = 0, de ancho 4, entonces las ventanas desplazadas y moduladas g(t — 7)e!

son funciones elementales bien localizadas en el dominio conjunto tiempo-frecuencia. Cada
funcién elemental se localiza en el rectdngulo centrado en el punto (7, w) de tamafio A;A,,.

El conjunto de los coeficientes de G ¢(bw) suele llamarse la representacion de Gabor de f.
Esta representacion es completa ya que la transformada de Gabor es invertible en su rango.

Teorema 2.12. [4] Sea g € L*(R) una ventana no trivial, es decir ||g|| # 0. Entonces cada
f € L*(R) admite la descomposicion

1 o o0
(2.36) fla) = —1 / / G (b, 0)gpe) () dbi,

2mlgl?
donde la igualdad se cumple en el sentido débil de L*(R)

La expresion anterior es equivalente al hecho de que la transformada de Gabor continua
preserva la norma. A este resultado de le conoce como la férmula de Gabor-Plancherel y se
puede escribir como

(2.37) / 1G5 (b, )| Pdbde = 219|171 £
R2

Esto se sigue del teorema de Fubini, suponiendo que g € L'(R) N L*(R). Asf que la trans-
formacion

1
fro ——G
lgllv2r

conserva la norma. Esto nos da una nocién de la conservacién de la energia entre el dominio
de tiempo y el dominio tiempo-frecuencia, asi como la simetria de la transformada de Gabor
continua. Utilizando la férmula de Plancherel, podemos escribir

1 -
(238) Gf(bv W) = %(fﬂg(b,w = /f 5 OJ wadf,

asi podemos pensar que G ¢(b,w) es la transformada de Gabor de la transformada de Fourier
de f.

La implementacién de la transformada de Gabor para el procesamiento de sefiales de
emisiones acusticas resulta eficiente cuando se trata de localizar y caracterizar eventos con
patrones de frecuencia bien definida, no superpuestos y relativamente largos, respecto de la
ventana de andlisis.
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Por otro lado, es totalmente inapropiada para detectar detalles de corta duracion, oscila-
ciones largas asociados a las bajas frecuencias, o caracterizar patrones autosimilares presentes
en fendmenos a distintas escalas.

La transformada de Gabor es un caso especial de la STFT. Se puede usar para determinar
la frecuencia y la fase de regiones locales de una sefial que cambia con respecto al tiempo.

Ejemplo 2.13. Consideremos la seiial

cos(2mt) sit <0,
cos(4dmt) sit >0,

la cual se muestra en la siguiente figura, asi como su transformada de Gabor:

4

Figura 2.14: Grafica de z(t) y su transformada de Gabor.

Podemos observar incertidumbre en el plano tiempo-frecuencia cuando se produce una
variacion de frecuencia. Este se debe a que la resolucion depende del tamaiio de la venta-
na seleccionada para el andlisis. A intervalos mayores se obtiene una buena resolucion en
frecuencia, en ventanas estrechas una localizacion temporal correcta.






Capitulo 3

Filtros

Consideremos nuevamente la wavelet daub4 vista en el capitulo 1. En procesamiento de
sefiales, los coeficientes de aproximacion a una resoluciéon m, A™ son convolucionados con
el filtro pasa-bajas, es decir, los coeficientes de escalamiento (I.19)). Esto se hace moviendo
el filtro a lo largo de la sefal un paso a la vez. Los coeficientes de aproximacién son sub-
muestreados en donde cada valor obtenido se toma de tal forma que proporcione el vector
de coeficientes de aproximacion a una escala m + 1. Los coeficientes de aproximacion a una
resolucion m, D™, también son convolucionados con el filtro pasa-altas y submuestreados de
la misma forma para proporcionar los coeficientes de la sefial de detalles a una escala m + 1.
Las componentes de detalle D™ son conservadas y las componentes de aproximacién A™ 1
nuevamente pasan por los filtros pasa-bajas y pasa-altas para dar las componentes D2 y
A™*+2_ Este proceso se repite hasta tener la descomposicion total de la sefial. Las sucesiones
oy Y By estan contenidas en los vectores de los filtros pasa-bajas y pasa-altas respectivamente,
los cuales se utilizan en el algoritmo de descomposicion wavelet.

Un filtro es un objeto que no deja pasar algo, por ejemplo, el filtro de aire automotriz, evita
que pase polvo y polen al carburador o al cuerpo de aceleracion. En el contexto de sefales,
un filtro solo deja pasar ciertas frecuencias, segiin sea disefiado; por ejemplo, la transformada
de Fourier (2.30) puede utilizarse para detectar ciertas frecuencias en una sefial, la cual puede
ser una imagen y eliminarlas.

Supongamos que tenemos un muestreo dado, a un periodo de muestreo constante 7'y
que obtuvimos una sefal digital z(n). El propésito es aplicar algin tipo de operacién de
tratamiento de sefiales que sea lineal, de tal manera que a partir de la sefial 2(n) obtengamos
una sefial digital de salida y(n) (ver figura [3).

A este modelo de tratamiento lo llamaremos lineal, si la funcién de respuesta de impulso
f(z) que define una relacién entre las sefiales de entrada y salida, satisface el principio de

41
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xm) — fxm) — ym

Figura 3.1: Funcion de transferencia.

superposicion, tal que

(3.1 f(z1+22) = fla1) + f(x2), f(kx) = kx

3.1. Senales LTI

Si los pardmetros de la funcion de transferencia son constantes en el tiempo, se dice que
la operacion de tratamiento es invariante en el tiempo. A veces a estas operaciones se les
llama sistema lineal e invariante en el tiempo (LTI por sus siglas en inglés) [17]. Un sistema
es causal, si la sefial de salida presente s6lo depende de las sefales de entrada presente y
pasada, pero no depende de las entradas futuras, es decir

y(n) = flz(n),z(n —2),z(n —2),...].

Si un sistema no satisface esta definicion, se dice que es no causal.
Existen dos clases de sistemas LTTI:

1. los que tienen una respuesta al impulso de duracidn finita (FIR, finite-duration impulse
respose) y

2. los que tienen una respuesta al impulso de duracién infinita (IIR, infinite-duration im-
pulse respose)

La operacion de un procesador de tiempo discreto se puede modelar de varias formas, por
ejemplo, un modelo espacio-estado, un modelo de convolucién o mediante la transformada
z.

La ecuacién en diferencias o relacion recurrente puede modelar la retroalimentacién en
un sistema, es decir, la salida se convierte en la entrada en un tiempo futuro. La ecuacién

(3.2) y(n) —0.8y(n — 1)+ 0.2y(n — 2) = 0.1z(n — 1)
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representa una ecuacion en diferencias de orden 2; en este caso, necesitamos conocer las
condiciones iniciales y(—1) y y(—2) para obtener la primera salida y(0). La forma general
de una ecuacién en diferencias esta dada por:

Z aiy(n —i) =

El orden de la ecuacidn es NV, el cual también es el nimero de condiciones iniciales.

El modelo estado-espacio representa un sistema fisico mediante un conjunto de entrada,
un conjunto de salida y variables de estado relacionadas a un sistema de ecuaciones dife-
renciales o a un sistema de ecuaciones en diferencias. Por ejemplo, podemos representar el
sistema (3.2)) introduciendo las variables

NE

' bix(n — 7).

Jj=0

yi(n) =y(n) z1(n) = z(n)
(.3) yo(n) =y(n+1) y zo(n) = z(n +1)

entonces

o (D)= (6 ) () (0 ) (o)
el cual es de la forma Y(n+1) = AY(n) + BX(n)

donde A es la matriz de transicién y B la matriz de entrada.

La convolucién es una operacién entre dos funciones f y g, la cual produce una funcién
que generalmente se ve como una version modificada de una de las funciones originales. El
modelo de convolucion es una suma de convoluciones de las sefiales de entrada y salida

(3.5) y(n) = > h(k)z(n - k).
k=—oc0
Si la senal de entrada x(n) es un pulso unitario §(n), entonces
(3.6) y(n) = Y h(k)d(n— k) = h(n).
k=—0o0

Por lo tanto, h(n) es la funcién de respuesta de impulso. Consideremos ahora un sinusoide
muestreado de frecuencia w

(3.7) x(n) = /" = cos(wn) + j sin(wn) neR
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sustituyendo la ecuacion (3.7) en la expresion (3.5) tenemos que

(3.8) Z h(k)e "™ = w(n)H ()

k=—o00

asi que la salida es igual que la entrada salvo por el factor H (e’*), donde

w y n —jwk
(3.9) H(e%) = =) Z h(k)e 3wk,
k=—oc0

A este factor de ganancia se le conoce como respuesta de frecuencia del sistema. La respuesta
de frecuencia H(e’*) es simplemente la DFT de la respuesta del impulso h(n).

Otra manera de representar un sistema de procesamiento de sefales es mediante la trans-
formada z. Supongamos que tenemos un sistema causal con retraso

h(n) =0y x(n) =0paran <0

asi que la sefial es cero para muestras correspondientes a tiempos “negativos”; la ecuacion

(3.5) se reduce a
(3.10) y(n) =Y h(k)z(n -

k=0
La transformada z consiste en multiplicar por 2~" y sumar de ambos lados de la ecuacién

@.10
G Y gz =33 hk)a(n— k) =3 k)Y a(n — k)20

k=0 k=0 k=0 k=0
con
(3.12) Y(2) = H(2)X(2),
entonces
(3.13) H(z) =Y h(k)z""

k=0

es la transformada z de la respuesta del impulso.
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Por lo tanto, el sistema causal se puede caracterizar completamente por la funcién de
transferencia H(z), que en el caso general es una serie de Laurent.

Retomando el ejemplo (3.2)), supongamos que el sistema es causal y que existen las trans-
formadas respectivas X (2) y Y (z) de x(n) y de y(n), entonces la ecuacién transformada
se ve como:

(3.14) Y(2) = 0.8Y(2)2 1 +0.2Y ()22 = 0.1X(2)z*
y la transformada z de la respuesta de impulso es

Y(2) 0.1271

(3.15) H(z) = X(z) 1-0821+02:2

El dnico cero de H(z) esta en z; = 0, mientras que los polos estdn en z; = 0.4 4+ 0.2i y
29 = 0.4 — 0.24. Para que el sistema (3.2) sea estable, necesitamos que los polos estén dentro
del circulo unitario en el plano complejo, es decir

1z, < 1 Vp
por lo tanto, el sistema [3.2] se estable cuando:

‘21’ = |Z2| ~ 0.45.

3.2. Filtro ideal

Un sistema LTT discrimina o “filtra” las distintas componentes de frecuencia en la sefial de
entrada. De hecho, cualquier sistema LTI puede verse como un filtro de conformacion de
frecuencias. Por lo tanto, un sistema LTI y un filtro son sinénimos.

Un filtro ideal es aquel que deja pasar un cierto rango de frecuencias especificas, mientras
que atenda un rango especifico de frecuencias no deseadas [15]. Podemos clasificar estos
filtros ideales con respecto al rango de frecuencias que dejan pasar o que bloquean:

= flitro pasa-bajas: deja pasar frecuencias bajas y atenta frecuencias altas
= flitro pasa-altas: deja pasar frecuencias altas y atenta frecuencias bajas
= flitro pasa-banda: deja pasar una cierta banda de frecuencias

= flitro para-banda: atenua cierta banda de frecuencias
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Amplitud Amplitud Amplitud Amplitud
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Je Je fo fo Joo e

Pasa-bajas Pasa—altas Pasa—bandas Para—bandas

Figura 3.2: Esquema de la clasificacién de filtros ideales.

Observemos en la figura[3.2] que los puntos de las frecuencias f,, f., y fe, especifican las
frecuencias de corte de cada filtro.

Un filtro pasa-bajas ideal puede verse como la multiplicacién de una sefial por una fun-
cion rectangular en el dominio de frecuencias, 6 mediante una convolucién con una funcién
respuesta de impulso sinc en el dominio del tiempo.

Cabe senalar que un filtro ideal es imposible de realizar, debido a que no se tienen sefiales
de extensi6n infinita en el tiempo de tipo ventana, es decir, los calores |h(t)| > M estin
localizados en un intervalo |t| < d. Por ejemplo, la funcién sinc:

sinc(x) = sen(z)
x
y la funcién sinc normalizada
, sen(mx)
sinc(zr) = ———.
T

La transformada de Fourier de la funcién sinc normalizada es la funcidon rectangular sin
escalamiento.

3.3. Decimacion

La decimacion es un método que consiste en reducir el nimero de muestras, o bien la tasa de
muestreo fg en un sistema de procesamiento de sefales. Al elemento que implementa esta
técnica se le llama decimador. La decimacion también es conocida como downsampling o
submuestreo [15]].

Supongamos que la sefial 2(n) con espectro X (w) se submuestrea por un factor D y que
X (w) es distinto de cero cuando 0 < |w| < 7, es decir, |F| < F, /2. Para evitar el aliasing,
reducimos el ancho de banda de z(n) a F,., = F,/2D, 0 sea que w,,q, = m/D (ver figura

53).
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Figura 3.3: Funciones sinc y sinc normalizada.

La sefial de entrada X (n) pasa por un filtro pasa-bajas, que tiene respuesta de impulso
h(n) y respuesta de frecuencia H,;(w), ademas satisface la condicion ideal

1 <7/D
(3.16) Hp(w) :{ ol =/
0, enotro caso
La salida de este filtro esta dada por
(3.17) v(n) =Y h(k)z(n - k)
k=0

al submuestrearla por el factor D, genera la sefal

o0

(3.18) y(m) =v(mD) =Y " h(k)x(mD — k)

k=0

La operacién de filtrado de z(n) es LTI, pero dado que x(n — ng) no implica que y(n — ng),
excepto que n( sea multiplo de D, entonces la operacion global de filtrado no es LTI
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x(n) h v(n) Submuestreador y(m)
0 hw , >
1 D I F,

= =

Figura 3.4: Decimacién por un factor D.

TT?= =?TTTITTT?,6 ,?TT
e
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¥(n) = v(n)p(n)

y(n) =v(nD) = v(nD)

Figura 3.5: Pasos del proceso de decimacion.
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Definamos ahora una nueva sefial v(n) como

v(n) n=0,£D, 42D, ...

0, en otro caso

(3.19) (n) = {

0(n) es entonces una sefial que se obtiene multiplicando a v(n) por un tren de impulsos
periddico p(n), con periodo D, donde p(n) se puede representar mediante su serie de Fourier
como

1 D-1
(3.20) p(n) = 5 Z od2mkn/D
k=0
entonces
(3.21) B(n) = v(n)p(n) y y(m) = v(mD).

La transformada z de la salida de y(m) es

o0

Y(z)= Y d(n)z/"

ya que 0(n) = 0, excepto en miltiplos de D. Sustituyendo (3.21) en la expresién anterior y
sabiendo que V' (z) = Hp(z) X (z), se sigue que

D—1
Z HD(eijWk/Dzl/D)X(efj27rk/D21/D).
k=0

1

Y(Z) = 5

Como la frecuencia de Y (m) es F,, = 1/7, entonces

wy = 2nFT,

por otro lado

Wx = 21 F Tx
Por lo tanto, mediante un filtro Hp(w), el aliasing se elimina y asi
1 w w 1w
—H (2 Y = X (2.
pHp(H)X(5) = 5X(5)
Para ejemplificar consideremos la sefial sen(2730t) + cos(2760¢) con 4000 muestras, con
un factor de decimacién D = 4. Ver figura[3.6

Y(wy) = )X(
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Figura 3.6: Decimacién de una seiial.
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Figura 3.7: Banco de filtros de dos canales.

3.4. Filtro espejo en cuadratura

Un banco de filtros consiste en un conjunto de dos filtros digitales multitasa, generalmente
conectados en paralelo, que utiliza dos decimadores en la parte del andlisis de sefiales y dos
interpoladores en la parte de sintesis de sefales [[15]. Al proceso de descomposicidn realizado
por el banco de filtros se le llama andlisis, el cual consiste en analizar la sefial en términos
de sus componentes en cada subbanda y a la salida del andlisis se le conoce como sefial de
subbanda, la cual tiene tantas subbandas como filtros tenga el banco de filtros. Al proceso de
reconstruccion se le llama sinfesis, que consiste en reconstruir la sefial completa resultante
del proceso de filtrado. A este tipo de banco de filtros se le llama filtro espejo en cuadratura
de dos canales, QMF por sus siglas en ingles quadrature mirror filters (ver figura[3.7).

Los filtros pasa-bajas y pasa-altas en la secciéon de andlisis presentan las respuestas al
impulso H, y H,; respectivamente. Andlogamente, los filtros pasa-bajas y pasa-altas en la
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seccion de sintesis presentan las respuestas al impulso Hs y H3, respectivamente.
Las transformadas de Fourier de las senales en las salidas de los dos decimadores son

R )
o oo )ale) (52 (52)

Si wy(w) y x2(w) representan las dos entradas a la seccién de sintesis, entonces la salida es:

(3.24) X (w) = wy(w)Hy(w) 4 zo(w)Hs(w).
Si se conecta el filtro de andlisis al filtro de sintesis, de modo que w1 = wy y 1 = o,
obtenemos

(3.25) X(w) = Ho(w)HQ(w)—l-Hl(w)Hg(w)}X(w)

1
2

‘s {H()(w — 1) Hy(w) + Hi(w — ) Hy(w) | X (w — ).

El primer término en la expresion corresponde a la salida del banco de filtros QMF,
mientras que el segundo término corresponde al efecto de aliasing. Si aplicamos la transfor-
mada 2 a la ecuacién tenemos

(3.26) X(2) :% {Ho(z)Hg(z) + Hl(z)Hg(z)} X(2)

+ % [HO(—z)HQ(z) + Hl(—z)HQ(z)] X(—2)
= Q(2)X(2) + A(2) X (—=2)

donde
(3.27) Q) % [HO(Z)H2(2> + Hl(z)Hg(z)}
(3.28) Az) = % {HO(—Z)HZ(Z) + Hl(—z)Hg(z)]

Para eliminar el aliasing, es necesario que

(3.29) Ho(2)Hs(2) + Hy(2)Hs(2) = 0,
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Figura 3.8: Caracteristicas de los filtros Hy(w) y Hy(w).

que en el dominio de frecuencia se convierte en

(3.30) Ho(w —m)Hy(w) + Hw — ) Hy(w) = 0,
para satisfacer la condicién [3.30]tomamos Hy(w) y Hs(w) como

(3.31) Hy(w) = Hy(w — ), Hji(w) = —Hy(w — ),

quedando asi eliminado el segundo término de la ecuacién
Supongamos que podemos expresar a Hy(w) y Hi(w) como

(w),

(w_ﬂ-)v

(3.32) Ho(w)
(3.33) Hy(w)

H
H

donde H (w) es la respuesta en frecuencia de un filtro pasa-bajas (ver figura[3.8). En el domi-
nio del tiempo, las relaciones correspondientes son

h(n),
(=1)"h(n).

(3.34) ho(n)
(3.35) ha(n)

consecuentemente, Hy(w) y H;(w) presentan simetria respecto a la frecuencia w = 7 /2. Para
mantener la restriccion (3.31)), seleccionamos el filtro pasa-bajas Hy(w) como

(3.36) Hy(w) = H(w)
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y el filtro pasa-altas como

(3.37) Hi(w)=—H(w—m).

En el dominio del tiempo, estas relaciones se convierten en

(3.38) ha(n) = h(n),

(3.39) hs(n) = (—=1)"h(n).

En el dominio de la transformada z, las relaciones para eliminar el aliasing son
(3.40) Ho(z) = H(2)

(3.41) Hi(z) = H(—2)

(3.42) Hy(2) = H(2)

(3.43) H3(z) = —H(—2)

Supongamos que A(z) = 0, de tal manera que la salida X (n) del banco de filtros QMF es
idéntica a la entrada X (n), excepto por algin retardo arbitrario. Si ésta condicién se cumple,
se dice que el banco de filtro QMYV es de reconstruccion perfecta. También se necesita que:

(3.44) Q=) = 5 | Ho(2) (=) + () Hy(z) | = ="

Utilizado las ecuaciones [3.40] la condicién de reconstruccion perfecta se escribe como
(3.45) H?(z) = H*(=2) = 227",

o equivalentemente

(3.46) H*(w) — H*(w — 1) = 27k,

Por lo tanto, para conseguir la reconstruccion perfecta, la respuesta en frecuencia H (w) del
filtro pasa-bajas del banco de filtros QMF de dos canales tiene que cumplir la condicion
(3.47) |H*(w) — H*(w — )| = 20,

donde C' > 0.

El término “cuadratura” se debe a que las respuestas en frecuencias de los filtros pasa-
baja y pasa-alta son simétricos alrededor del punto de “cuadratura” 7 [15]. Consideremos el
espectro la respuesta de filtro, para sefiales reales, las frecuencias van de 0 a 7. Si dividimos
esto en dos secciones pasa-bajas y pasa-altas ideales, luego los dividimos a la mitad otra vez,
es decir, en el punto 7. El término “espejo” se debe a que las magnitudes de frecuencia de los
filtros pasa-baja son una el reflejo de las magnitudes de frecuencia de los filtros pasa-alta.






Capitulo 4

Wavelets continuas y discretas

4.1. La transformada wavelet continua

Antes de que podamos construir la transformada wavelet debemos definir que es una wavelet.

Definicion 4.1. [13] Una funcién ¢» € L?(IR) es una wavelet si tiene promedio cero, es decir

[v=o

La transformada wavelet continua es similar a la transformada de Fourier de tiempo corto
excepto que reemplazamos g(t — b)e™” por ¢ (*=2), en donde b es el factor de traslacién y a
es el factor de dilatacién de la wavelet madre 1)(x); a esta transformacién se le conoce como
transformada wavelet continua. La wavelet madre permite analizar la sefial en ventanas de
tamafio arbitrario, lo cual se realiza con el factor de escalamiento a y el andlisis a lo largo del
eje temporal se realiza con el factor de traslacion b.

La transformada wavelet de una sefial continua z(¢) con respecto a la funcién wavelet ¢

se define como
t—0>
t — |, dt
s (7).

donde w(a) es una funcién de peso y 1 corresponde al complejo conjugado. Cabe sefalar
que una funcién wavelet puede ser real o compleja. Generalmente w(a) se toma como \/La

4.1) Tz(a,b) = w(a)/

R

55
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para tener conservacion de la energia. Por lo tanto la transformada wavelet se escribe como

(4.2) z(a,b) = \/_/ (t — b)dt

En esta ecuacion, el producto de la wavelet y la sefal se integran sobre el rango de la sefial,
que formalmente hablando es una convolucién. La funcién wavelet normalizada se escribe
de manera compacta como

“3) ww@%:vrwc_”>

donde la normalizacién es con respecto a la energia de la wavelet. Podemos expresar de
manera compacta la transformada wavelet como un producto interno:

4.4) Tx(a,b) = (z,%qp)

La wavelet debe tener soporte localizado alrededor del origen. Intuitivamente debemos
pedir que

(4.5) /w®ﬁ<m

esto asegura que la wavelet estd realmente concentrada alrededor del intervalo [— L, L] donde
L es la varianza.

Ahora necesitamos introducir la siguiente condicion, la cual a su vez, restringe demasiado
la seleccion de una wavelet debido a que no cualquier wavelet es invertible:

Definicién 4.2. [18] Una funcién ¢ € L?(R) se le llama wavelet admisible o wavelet bdsica,
si satisface la condicién de admisibilidad Cy:

7 2
4.6) Cy = /R W)E’)‘ d§ < o

La transformada wavelet continua con nicleo 1/ se define por:

@) owuad) =l [ rou(S0 ) fe )

donde a,b € R, a # 0 es el parametro de dilatacién y b es el parametro de traslacion.
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En general, si una funcién ¢ € L?*(R) N L'(R) satisface la condicion de admisibilidad
también cumple con la condicién (4.5). Por el teorema de Riemann-Lebuesgue se cum-
ple que lim,, .+, ¥ (w) = 0y si su transformada de Fourier ) es continua, entonces

/_ " (t)dt = (0) = 0

por lo que recuperamos la condicién de promedio cero.
A continuacién enunciaremos un lema que nos dice cémo construir una familia de wave-
lets:

Lema 4.3. Sea ¢ distinta de cero, una funcion k-veces diferenciable con (k > 1) tal que
¢*) € L*(R). Entonces

(4.8) () = " (x)
es una wavelet.

Demostracion. Por propiedades de la transformada de Fourier, |¢)(w)| = |w[¥|¢(w)|. Luego
7 2
0, = [ B,
R |l
2k| 4 2
_ [ BRI,
R jw]

1 A
- [ g s [ EEEEE,,
- jwl>1

]
<21 (9)1Z2 + 16®1Z2) < oo,
Por lo tanto ¢ cumple la condicion de admisibilidad. ]
Como ejemplo de esta construccion tenemos la wavelet de sobrero mexicano
(4.9) O p— <1 _ ﬁ) ezr
V2ma3 o?

que es el negativo de la segunda derivada normalizada de la Gaussiana y se illustra en la
figura@d.1

Lema 4.4. Sea ¢ € L*(R) N L'(R) una funcion diferente de cero tal que [, 1(t)dt = 0y
Je |z|°¢(2)dx < oo para 8 > 3. Entonces ) es una wavelet.
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A .
-5 0 5

Figura 4.1: Wavelet de sombrero mexicano

Demostracién. Supongamos que 3 < 3 < 1. Entonces 1 + [z’ > (1 + [z|)" y /(1 +
R
o) p@)de <oo.
Sabemos que ¢(z) = / Y (t)dt es diferenciable en casi cualquier punto y ¢'(x) =
¥ (x). Para x < 0, tenemos ql_le

6(2)] < / D )P ),

—0o0

)| < s |+ ol

Si z > 0, el valor medio cero de v implica que ¢(z) = — / Y(t)dt. Esto muestra que

la desigualdad anterior se cumple para toda x € R, y por lo tanto ¢ € L*(R). Siempre que
¢ =1 € L*(R), por el lema anterior, 1) es una wavelet. O

Debido a que la funcién v satisface el teorema de Riemann-Lebuesgue, entonces 1 es un
filtro pasa-bandas, por lo que puede utilizarse para describir las caracteristicas de las compo-
nentes localizadas de una sefial f(t).

La funcién 1) puede verse como una funcién ventana, cuyo centro estd dado por

1
(4.10) ), = T /RtW(t)th,
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y el radio de la ventana es

1 1/2
4.11) Ay = T {/R(t—m*)%p(t)y?dt] :

en donde ||7||? es la norma de 1:

IWW=(4W®WMYé

La ventana de 1, también llamada ventana de tiempo de v es
[l’z} — Aw, :L’:L + Aw],
la ventana de 1/3 también llamada ventana de frecuencia de 1) es
[l’;z — Aw,l’:}) +A¢3]
y al rectdngulo
(2, — Ay, xy + Ay ¥ [x; — Ay, T + Ayl

se le conoce como ventana tiempo-frecuencia de .

Ajustando a se pueden observar fy f con diferente localizacién. A este fenémeno, se le
llama la “propiedad de enfoque” de la wavelet.

Tomando a # 0y b reales, podemos generar un conjunto de wavelets generadas por la
wavelet bésica 1), de la siguiente manera:

_ t—0b
(4.12) Yap(t) = |a 1%( - )
La ventana tiempo-frecuencia de v, es
4.13 b N Ay, b y A :; L A :v;z L A
(4.13) [0+ axy, — |a]Ay, b+ axy + |a]Ay] ¥ @ Tl 1;,7—#@ b

De la ecuacion anterior, puede verse que cuando |a| se hace pequena, la ventana de tiempo
de v se hace angosta y la ventana de frecuencia se contrae.

También puede observarse que, para una wavelet basica, es imposible lograr una locali-
zacion perfecta tanto en la ventana de tiempo como en la ventana de frecuencia simultdnea-
mente. A este fendmeno, se le conoce como el principio de incertidumbre de Heisenberg.
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Teorema 4.5. Sea 1) € L? que satisface x1p(z) y E(€) € L2. Entonces
1
ANTAN I
Ademas, la igualdad anterior se cumple si y solo si
Y(w) = ce"gq(r — b),
donde c £ 0, a > 0, a,b € Ry g, es la funcion Gausiana definida como
1 2
4.14 o(T) = i,

Demostracion. Supongamos que el centro de las ventanas de ¢ y qﬁ es 0 sin pérdida de
generalidad. Entonces

(Ja L210(0)]dt) ( fi, E210b(€)[2de)
1131]]13
_ (JatPle@)ldt) (J 14'(€)d€)
[EREATRE:
_ Nz @) 314113
11312513
_ 2allzy (@) 31193
113114113

o @) ()13
IR (]

1
e Re/xw(a:) (x)dx
3 | et

= o (3 [ 'dl’>

R
1

(AyAy)? =

2

>

[\F

»bl»—t_

Por lo tanto

1
Apdy 2 5. O
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El drea de una ventana frecuencia-tiempo de una Gaussiana es la mds pequeifia, 4A,;, A b=
2. Por lo tanto, para el andlisis de tiempo-frecuencia localizados, la funcion Gaussiana es la
mejor. La transformada de Gabor usa la wavelet Gaussiana y ha sido usada tradicionalmente
en la teoria de procesamiento de sefales.

Al igual que la transformada de Fourier, la transformada wavelet también es invertible.
La transformada wavelet inversa se puede ver como la reconstruccion de la sefial original. El
siguiente teorema muestra que la transformada wavelet preserva el producto escalar.

Teorema 4.6 (Férmula de Parseval para transformadas wavelets). Sea ¢ una wavelet bdsica.
Entonces g db
a
[ [ Wottan W@ = Cutt.g)

se cumple para cualesquiera f,g € L*(R), donde C’¢ es la condicion admisibilidad y (f, g)
es el producto interno de f y g.

Demostracion. Por la férmula de Parseval para la transformada de Fourier, tenemos que

(Wyf)(a,b) = (f, tap)
f ¢ab

f (z)|a|'*e™ ) (azx)dz
27r>1/2f{|a|“2 f(@)d(az)}(-b),

Woglta.h = [ 3 W?w( b)dt

—00

_ / " SR al e (t . b)dt

= (2m) "2 F{|a|/2g(x)d(azx) } (~D).

3

Entonces o o dbd
|| rena i sy

—on [ [ FU@ a0 F g e H-b
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_QW/ / F@)5 @) 0az)? dxd—

por la férmula de Parseval para la transformada de Fourier

=2 [P [ )i

por el teorema de Fubini

= Cy(f,9). O

Teorema 4.7 (Calderon, Grossman, Morlet). Sea 1y € L*(R) una wavelet. Entonces para
cualquier f € L*(R) las siguientes relaciones se cumplen:
) db—

(4.15) 0 = &[] wn@ie 1%(

wi [ uwre - & [ [ inneopal.

La ultima expresion se puede reescribir como:

dadb
1122 = IV o) e (5 ).
Demostracion. Para alguna g € L?(R), tenemos que:

Cy(f,9) = Wy f, Wyg),
/ / Wi f (a0 W D)

— /_Oo /_OO Wy f(a, b)/_oog<t)¢—()dtdbda
B / ) / ) / i W f(a, b)) (t)—fﬁ)dt,
</ / W f @, D) dbf“,g>

dbda
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O s€a que

oo oo dbd
<Cw— || b>w<a,b>7a,g> — 0, paratoda g € LX(R)

Por lo tanto
t — b dbda _0

) O

cof) = [ [ Wt b

La relacion (@.15) se llama resolucion de la identidad y la expresion (4.16) es la relacién
de isometria.

a2

4.2. Marcos

Un conjunto de elementos unitarios {¢;, j € Z} en un espacio de Hilbert 4 forman una base
ortonormal de H siy sélo si

(4.17) > _I(f:0)* = £ paratoda f € H.

JEZ
Ademas, en este caso

(4.18) F=Y (f 016

jEz

con convergencia en H, es decir, el elemento f puede recuperarse a partir de los nimeros
(f,®;) y los elementos de la base. Esta propiedad es muy importante porque ya no involucra
la ortonormalidad.

En algunos podemos construir bases ortonormales de L?(IR), por ejemplo, para las series
de Fourier [9, §1.4]. En aplicaciones es muy util relajar la condicién (4.17), pero también
poder recuperar a f como en y ademds tener una expresion explicita para los elementos
de la base. Todo esto nos lleva a la nocién de marco.

Definicion 4.8. La coleccién de elementos {¢;,j € Z} en un espacio de Hilbert H, se le
denomina marco si existen constantes Ay B,0 < A < B < oo tales que

(4.19) AFIP <D 1 ) < B

JET

A las constantes A 'y B se les llama cotas del marco.
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Un marco no necesariamente es una base; si agregamos el elemento cero a la coleccion
{#;,j € Z} no cambia la desigualdad (#.19). Los elementos del marco no tienen que ser
normales, pero si deben cumplir que ||| < /B para toda k: E Z. Para ver esto, supongamos

que ¢y # 0, sustituyendo f = ¢y, y ||ox||* = |(Pr, dr)| en obtenemos:
I6xll* = [{dr: @1)° < D 1w, 6)* < Bligull?,

JEL
entonces de la desigualdad anterior
loxll* < Bl
el < B
¢kl < VB.

Ejemplo 4.9. Si eliminamos todos los elementos cero de un marco, el marco nuevo no nece-
sariamente es una base. Sea H = C? y tomemos

\/_1 \/§—1

61 = (0,1),62 = (5, ) v = (5, ).

Entonces

’ 31 31
;| 1 ¢] = |fo|* + ‘gfl +§f2’2+ |§f1 - §fz|2

=|fol + fo + %f% + ?flfz + sz + if% — \/;flfz

= |l + gff + %fﬁ
e

3
= S

Por lo tanto, A = B = % en @) La cota % es una medida de la redundancia del sistema,
en este caso, tres vectores para representar un objeto en dos dimensiones.

Cuando A = B en la expresién (4.19), decimos que el marco es estrecho. Cualquier base
ortonormal en un espacio de Hilbert es un marco estrecho con A = B = 1; el marco del
ejemplo anterior también es estrecho.
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Si{¢;,j € Z} es un marco estrecho y ||¢;, H > 1 para algin j, € Z, entonces

= H¢]OH2+Z ”(b ”2 ¢JO?¢J>| =
#do IO

En este caso, si el marco es estrecho y A = 1 vemos que ¢; L ¢, paratoda j € Zy
ll¢j,]| = 1. Por lo tanto, si todos los elementos del marco estrecho tienen norma 1y A = 1,
el marco es una base ortonormal para H (ver [Sl][Prop 3.2.1]).

Supongamos que {¢;, j € Z} es un marco estrecho , entonces

(4.20) > (f.¢50¢5]% = Allf|]* paratoda f € H,
JEZ

[9, teorema 1.7, Cap 7] muestra que

(4.21) f= %Z(f, ¢j)¢; paratoda f € H,

JEZ

con convergencia en H. Por lo tanto, podemos reconstruir a f a partir de los coeficientes

(f, d;).
Cuando el marco no es estrecho, también es posible encontrar una férmula de reconstruc-
cién similar a (4.21). Consideremos un marco {¢;,j € Z} y [*(Z) el espacio de todas las

sucesiones {c; } ez tal que
Z ;] < oo.
€T
Ahora definimos el operador marco F : H — [*(Z) como
(4.22) Ff=A{{f9i)}jez.
Siempre que F es lineal, (4.19) implica la continuidad de F con ||.F|| < v/B. Por lo tanto, F
tiene un adjunto F* : 1?(Z) — H que satisface | F|| = | F|| < VBy

(f, F*({cjtjen)) = (FfAcitjen) = Z(fy ¢;)¢;
JEL
= (> ci05).
JEL
Asi, la continuidad de F implica que

(4.23) F({ejtien) = Y cio;

JEL
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con convergencia en la norma de H. Si S = F*F tenemos que

(4.24) Sf=FFf=> (f0:)0;,

jez
paratoda f € H, entonces podemos reescribir la expresion (4.19) como

(4.25) AUf,f) < (SF.f) < B(f., f) paratoda f € H.
Esto muestra que .S es un operador lineal acotado positivo que satisface
(4.26) Al <5 < BI,

en donde [ es el operador identidad en el espacio de Hilbert H. De (4.26) podemos deducir
que S tiene inversa la cual satisface

1 1
4.27 —_I<St< T,
( ) B — S A

Estas desigualdades permiten construir un marco asociado a {¢;, j € Z}, el marco dual.

Lema 4.10. Si {¢;, j € Z} es un marco sobre un espacio de Hilbert H cuyas cotas del marco
son Ay B, el conjunto {¢; := S™(¢;) : j € Z} también es un marco para H con cotas % y
%; a este marco nuevo lo llamaremos marco dual a {¢;, j € Z}.

La demostracién puede verse en [9) Cap 8.].

4.3. Marcos de traslaciones y dilataciones

Una vez que hemos estudiado marcos, ahora encontraremos condiciones sobre un sistema
de la forma

(4.28) Viplr) = 280(2e — k),  jkeEZ,

generado por traslaciones y dilataciones de una funcién ¢ € L?(R) y que forman un marco
en L?(R). Cada wavelet ortonormal es un marco de esta forma, pero al revés no.

Si es un marco, la seccion anterior nos dice como construir €l marco dual ;Z);; =
S~14; 1, en donde S = F*F y F es el operador marco. El operador S = F*F conmuta con
las dilataciones (0™ f)(z) = 2% f(2™x), m € Z [9]:

(FF)E™)(x) = 2% (F*Ff)(2"x) = 6" (F*F[)(x).
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Por lo tanto, S~—' también conmuta con estas dilataciones:
Vjk(z) = 22100 1 (2 ).

Por lo tanto, para k fija, las funciones %vk son todas las dilataciones de una funcién simple
o - Lo anterior no ocurre para las traslaciones (75, f)(z) = f(x — k) [9l:

(FF)nf)(@) =n(FFf)x)

es valido si 27 es un entero, lo cual es cierto para cada [ s6lo cuando j > 0. Por lo tanto, en
general, no siempre se puede tener el marco dual generado por dilataciones y traslaciones de
una funcién simple.

El problema ahora es encontrar condiciones suficientes sobre ¢ para que sea un
marco. Definamos

tm(©) =Y _D@OP(E+2mm)),  E€RmMET

=0
y A~
S =) PP, ¢eRr
JEZ
Sean
S, =ess S, &y =ess up S(€)
y

B(thm) = ess sup Y [H(ZEP, EeR.

ER ez
En todas las expresiones dentro del infimo y del supremo en las definiciones anteriores son

invariantes bajo dilataciones (escalamientos) por 2, asi que estos infimos y supremos sélo es
necesario calcularlos sobre 1 < [¢| < 2.

Teorema 4.11. Sea ) € L*(R) tal que
Ap=S,— > [Bul@)Bs(—))7 >0,

q€e27+1

By=Ss+ Y [Bu(@)Bs(~0)])? < .

qe27+1

Entonces, {1 : j,k € Z} es un marco con cotas Ay y By.

La demostracién puede verse en [3]].



68 CAPITULO 4. WAVELETS CONTINUAS Y DISCRETAS

4.4. Wavelets discretas

Ahora vamos a considerar la transformada wavelet de una sefal continua x(t), pero con
parametros de traslacion y escalamiento a y b discretos. Una manera natural de muestrear los
pardmetros a usando discretizacion logaritmica de la escala a y ligarlo al tamafio de paso de
b, es decir, moverse en pasos discretos a cada localizacién de b el cual es proporcional a la
escala a. Esta discretizacion de la wavelet tiene la siguiente forma [S]

m
(4.29) Yinalt) = ot (t it ) ,
vag ag
donde m,n € Z controlan el escalamiento y la traslacién respectivamente; ag es el tamafio
de paso de dilatacién fijo mayor que 1y b es el pardmetro de localizacién que debe ser mayor
que cero. De la ecuacion (4.29), el tamafio de paso de la traslacién 0b = byay® es directamente
proporcional a la escala wavelet a?,. Por lo tanto, la transformada wavelet de la sefial continua
x(t) usando wavelets discretas de la forma esta dada por

1
(4.30) Tont = / x(t)T/Qw(agmt — nby)dt,
R

la cual también se puede expresar como producto interno

4.31) Tm,nx = <x7wm,n>7

en donde T}, , son los valores de la transformada wavelet discreta (DWT). A los valores
T se les conoce como coeficientes wavelet o coeficientes de detalle, 1os cuales permiten
determinar que tan buena es la representacion en el espacio wavelet de una sefial utilizando
esta descomposicion. Los marcos de wavelets proporcionan el marco tedrico para estudiar
wavelets discretas ya que se construyen muestreando los pardmetros del tiempo y escala de
una transformada wavelet continua.

La familia de funciones wavelet constituye un marco en el cual la energia de los coefi-
cientes wavelet esta acotada

(4.32) AE < fj f} | Tonl* < BE,

m=—00 N=—00

en donde 7,,, ,, son los coeficientes wavelet, a y b son las cotas del marco y £ es la energia de
la sefial original z(t):

E = / lz(t)*dt < oco.
R
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A'y B dependen de los parametros ag y by. Si A = B se dice que el marco es “estrecho”. Un
marco estrecho tiene la siguiente férmula de reconstruccion

1 oo o
(4.33) o(t) = m;m n;m T ().
Cuando A = B > 1 el marco estrecho es redundante y A es la medida de redundancia.
Sin embargo, si A = B = 1 la familia de wavelets definida por el marco forma una base
ortonormal. Si A # B la férmula de reconstruccién puede escribirse como

9 00 ()

m=—00 N=—00

en donde 2'(t) difiere de =(t) por un error que depende de las cotas, el cual es aceptable y
pequefio cuando B/A = 1, es decir, 2/(t) — x(t).

Los valores mds comunes de ag y by son 2 y 1 respectivamente. Al escalamiento logarit-
mico en potencias de dos de los tamafios de paso de la traslacion y la dilatacién se le conoce
cémo arreglo malla diddica. Sustituyendo ay = 2y by = 1 en la ecuacién (4.29), la wavelet
de la malla diddica se escribe como

1 — nbyalt
(4.35) Yran(t) = W_mw(t Zm(’%),
0 n

simplificando la expresion anterior

(4.36) Y (t) = 27/ 2p(27™t — ).

4.5. Wavelets ortogonales

Generalmente las wavelets de malla diddica discreta se toman de manera que sean ortogona-
les. Estas wavelets son ortogonales entre si y se normalizan para que tengan energia uno, es
decir,

: / !/
4.37) / Yo () (B)lt = {1 Sy
R ’ 0 en otro caso.
Como el producto de cada wavelet con las demds del sistema diddico es cero, la informacién
almacenada en un coeficiente wavelet 7;,, ,« no se repite, por lo tanto permite la reconstruc-
ciéon completa de la sefal original sin redundancia. Las wavelets ortonormales tienen cotas
de sus marcos a = b = 1y la familia de wavelets correspondiente es una base ortonormal.
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Usando la ecuacién @.35)), la transformada wavelet discreta (DWT) puede escribirse co-
mo:

4.38) Ty = / (8 mn (1) .
R

Si tomamos una base ortonormal de wavelets, 1, ,(t), entonces podemos reconstruir la sefial
original en términos de los coeficientes wavelet 7}, ,(t), usando la inversa de la transfomada
wavelet discreta:

(4.39) )= > > Tuntthmal(t),

m=—00 N=—00

la cual puede escribirse mediante producto interno

(4.40) x(t> = Z Z <x>wm,n>wm,n(t)a

m=—0o0 N=—00

Adicionalmente, como A = B = 1 la energia de la sefal puede escribirse como

(4.41) /|g;(t)|2dt: > Tl
R

n=—oo

4.6. La funcion de escalamiento

La transformada wavelet discreta tiene asociada una ecuacién de dilatacion y su funcion de
escalamiento, la cual contiene informacidn sobre la suavidad de la sefial, ademas de tener una
expresion andloga a la funcién wavelet:

(4.42) Gmn(t) = 27"2p(27™t — n),

la cual cumple que

(4.43) / Poo(t)dt =1
R

en donde ¢ = ¢(t) y generalmente se le llama funcion de escalamiento [1]]. La funcién de
escalamiento es ortogonal a las traslaciones pero no a las dilataciones. Si se convoluciona la
funcién de escalamiento con la sefial, entonces obtenemos los coeficientes de aproximacion:

(4.44) S :/x(t)gbm,n(t)dt.
R
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A los coeficientes de aproximacion a la escala m se les conoce como aproximacion discreta
de la sefial en esa escala. Es posible generar una aproximacion continua de la sefial mediante
series que tienen la forma:

(4.45) Tn(t) = D Smabma(t)

n=—oo

en donde z,,(t) es una version suave que depende de la funcién de escalamiento de la sefial
x(t) ala escala m.

Podemos representar la sefial x(¢) mediante una expansion en series combinadas de coe-
ficientes de aproximacion y coeficientes wavelet de la siguiente manera:

(4.46) ()= D Smpnbmon®)+ DY Tontbmn(t),

n=—oo m=—o0 N=—=o0

en esta ecuacion, la sefal continua original se descompone como una aproximacién de si
misma, a una escala arbitraria m,, agregandole una sucesion de detalles que estan por debajo
de la escala my.

La sefial de detalle a la escala m se define como

(4.47) dn(t) = Y Tontbmn(t),
asf que la sefial (4.46) puede reescribirse como

mo
(4.48) 2(t) = T (t) + Y du(?).

De esta ecuaciéon podemos ver que
(4.49) Tm—1(t) = 2y (t) + din(t)
es decir, que si agregamos la sefial de detalle a una escala arbitraria m a la aproximacion a

la misma escala, entonces obtenemos la aproximacion de la sefial a una resolucion mayor. A
este proceso se le llama representacion multirresolucion (ver capitulo 4).



72 CAPITULO 4. WAVELETS CONTINUAS Y DISCRETAS

4.7. La ecuacion wavelet y la ecuacion de escalamiento

La ecuacion de escalamiento o ecuacion de dilatacion, describe a la funcion de escalamiento
¢(t) en términos de versiones contraidas y con corrimientos de si misma, las cuales tienen la
siguiente forma

(4.50) B(t) =D (2t — k)

k

en donde ¢(2¢t — k) es una version contraida de ¢(¢) con corrimientos a lo largo del eje
horizontal de tamafio entero k£ y multiplicada por un coeficiente de escalamiento asociado ci
[1]. La ecuacién (4.50) indica como construir una funcién de escalamiento a una escala del
nimero de ecuaciones de escalamiento en la escala anterior. La solucién a esta ecuacion en
diferencias biescala nos da precisamente la funcién de escalamiento ¢(¢). Debido a que las
wavelets tienen soporte compacto, estas tienen sucesiones de coeficientes de escalamiento
distintos de cero los cuales son de longitud finita. Los coeficienes de escalamiento deben
cumplir que

4.51) d =2,
k

adicionalmente para que el sistema sea ortogonal también se requiere que

2 sikl=0
4.52 CLC p—
( ) zk: Rk 2k 0 en otro caso.

Por otro lado, la suma de los cuadrados de los coeficientes de escalamiento es igual a 2.
Estos mismos coeficientes se usan en sentido contrario con signo alternante, para construir la
ecuacion wavelet asociada:

(4.53) Y(t) =Y (—1)ferpp(2t — k),

k

para asi asegurar que las wavelets y sus correspondientes funciones de escalamiento sean
ortogonales. Las wavelets con soporte compacto tienen un nimero finito de coeficientes de
escalamiento Ny, asi que podemos definir a la funcién wavelet como

(4.54) Y(t) =Y (=1)Fen,—1-rp(2t — k).

k
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Los coeficientes wavelet se ordenan de esta manera para que tengan soporte en el mismo
intervalo [0, N}, — 1] y pueden escribirse de manera mas compacta:

(4.55) b = (—1)Fen, 14

donde la suma de todos los coeficientes b;, es cero. Mediante estos coeficientes b, la ecuacion
(4.54) puede reescribirse como

Ne—1

(4.56) Y(t) =) bep(2t — k).
k=0

De las ecuaciones (4.42)), (4.50) y calculando la wavelet a una escala m + 1, obtenemos que
para valores arbitrarios m se cumple que

t 2t
—(m+1)/2 v _ —m/206—1/2 . o
(4.57) 2 ¢(2m+1 n) 2 2 Ek gb<2 o 2n k),

simplificando

1
(458) (berl,n(t) = = Ck¢m,2n+k (t)
2
Andalogamente, la funcion wavelet se escribe como:

(4.59) Ymgin(t) = % Z b @rm,on+k(t).
k

4.8. La wavelet de Haar

La base para la wavelet de Haar se obtiene con un multirresolucién que es constante por par-
tes. La funcion de escalamiento tiene unicamente dos coeficientes de escalamiento distintos
de cero y esta dada por

¢(t) = ¢(2t) + ¢(2t — 1),

sus coeficientes de escalamiento son ¢cg = ¢; = 1. Estos es obtienen resolviendo simultanea-
mente

(4.60) co+c =2
(461) CoCo + €101 = 2.
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o(t) o(2t) (2t —1)

— || +ﬂ

1 1
3 1 0 3 1

2
—(2t — 1)

Figura 4.2: La funcién wavelet y la funcién de escalamiento de Haar.

La funcién de escalamiento también puede escribirse como:

o(t) = {1 siz € [0,1]

0 en otro caso.

La ecuacion wavelet de Haar correspondiente es

U(t) = o(2t) — o(2t = 1),

y esta definida como
1 siz € [0,1/2)
Y(t)=<¢ -1 sizell/2,1)
0 en otro caso.

La wavelet madre para el sistema de Haar es ¢)(t) = (t) y esta formada de dos pulsos
de bloques unitarios dilatados uno después del otro sobre el eje del tiempo. A partir de esta
wavelet madre puede construirse el sistema de Haar de wavelets sobre una malla diddica
mn(t). La wavelet de Haar tiene longitud finita, es decir, tiene soporte compacto.
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4.9. La transformada wavelet rapida

Los coeficientes de aproximacion a la escala m + 1 estdn dados por

(462) Sm+1,n:/x(t)¢m+l,n(t)dta
R

sustituyendo la ecuacién (#.58)), tenemos que

Soiin = /R (#) {%gcmm,wa)} dt

es decir

(4.63) S = % S o [ /R $(t)¢m,2n+k(t)dt}
k

en donde la integral que esta entre corchetes son los coeficientes de aproximacién S,, ,,+ox
para cada k. Entonces, esta ecuacion se puede escribir como

1 1
4.64 Tiin = — CSmontk = — Ch—2nSm
(4.64) o ﬂzk: P ﬁ; b 20Sm

Por lo tanto, mediante esta ecuacién podemos generar los coeficientes de aproximacion a la
escala m + 1 utilizando los coeficientes de escalamiento de la escala anterior [1].

Andlogamente, podemos calcular los coeficientes wavelet a partir de los coeficientes de
aproximacién de la escala anterior, utilizando los coeficientes de escalamiento by, reordenados
como sigue

1 1
4.65 Toiin = — bpSim.ontk = —= bi—o2nSm k-
(4.65) 1, ﬂ;k P ﬂgm ,k

Si conocemos los coeficientes de aproximacion S,,, , a una escala m,, entonces podemos
generar los coeficientes de detalle wavelet y de aproximacién a escalas mayores a my, apli-
cando de manera repetida las ecuaciones (4.63)) y (4.64)), las cuales representan el algoritmo
de descomposicion multirresolucion. Este algoritmo de descomposicion permite calcular los
coeficientes wavelet mas rapidamente que utilizar convoluciones o productos internos. Al
iterar las ecuaciones (4.63) y (#.64) realizamos un filtrado pasa-bajas y uno pasa-altas res-
pectivamente de la salida, es decir, los vectores que contienen las sucesiones (1/v/2)c;, es el
filtro pasa-bajas y (1/4/2)b;, es el filtro pasa-altas.
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Ahora veamos como reconstruir Sy, , a partir de Sy,+1.0 Y Trnt1.0- Sabemos que x,, 1 (t) =
Tm(t) + din(t), esta expresion podemos expandirla como

m,n

Utilizando las ecuaciones (4.63) y (#.64) podemos reescribir esta ecuacién en términos de la
funcién de escalamiento en la escala anterior como sigue:

1 1
4.67 Tm—1(t) = Simn—= CkOm—1.2n+k () + Tom—— b Orm—1.2n+k(t
(4.67) 1(t) ; ﬂ; e Om—1,2n+k (1) ; ﬁ; kOrm—1.2n+k(t)
reacomodando los indices de la suma obtenemos

1 1
(4.68)  xp,_1(t) = Xn: Sm,n% Xk: Ch—2nPm—1,1(t) + Xn: Tm,nﬁ Zk: bi—2nPm—1.(t).

Por otro lado, podemos expandir x,,,_1(¢) en términos de los coeficientes de aproximacién a
la escala m — 1, es decir

(4.69) Tma1(t) = Sm—tnGm-1n(t).



Capitulo 5

Analisis multirresolucion

El concepto del andlisis multirresoluciéon (MRA) es el corazon de la teoria de wavelets, en
donde una funcién puede verse a varios niveles de aproximaciones o “resoluciones”. Aplican-
do el MRA podemos dividir una funcién complicada en varias funciones simples y estudiarlas
por separado.

La idea intuitiva del andlisis multiresolucién es proyectar una funcién f € L?(R) sobre
una sucesion de subespacios Vj, V1 tales que su proyeccion sean aproximaciones cada vez
mds finas de f, dichos subespacios V; se obtienen mediante la funcién de escalamiento ,
mientras que los subespacios de resoluciones se obtienen mediante la funcion wavelet (4.3).

5.1. Definicion del analisis multiresolucion

Definicion 5.1. [18] Sea H un espacio de Hilbert. Entonces una sucesién en H, {e;}22, es
una base de Riesz de H, si cumple las siguientes condiciones:

1. gen{e;}52, = H, es decir, Vo € Hy Ve > 0, existe Z;;l cjej, tal que |z —
> i1 Giejll < €

2. Existen constantes Ay B, tales que:
o o oo
A P <D eel? < B> et ek, €
j=1 j=1 =1

a las constantes A y B se les llama cota inferior y cota superior de la base de Riesz, respecti-
vamente.

77
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En particular, si A = B = 1, decimos que {e;}32, es una base ortonormal.
Definicion 5.2. [18] Una aproximacion multirresolucion de L?(R) es una sucesion (V});ez
de subespacios cerrados de L*(R) tales que cumplen las siguientes condiciones:

1. V,CViy VjeL,

2. U V; esdensoen L*(R) y ﬂ V; = {0},

JEL jez
3. f(z) e V;siysolosi f(2z) € V11 V) € Z,
4. si f(z) € Vj, entonces f(x —277k) € V; VkeZ,
5. Existe un isomorfismo I que va de Vj sobre [?(Z) el cual conmuta con la accién de Z.

La propiedad 5, la accidn de Z sobre Vj es la traslacién por un entero de funciones, mien-
tras que la accién de Z sobre [?(7Z) es la traslacion usual. La aproximacién de una funcién
f(z) € L*(R) a una resolucién 27 se define como la proyeccién ortogonal de f(z) sobre V;,
la cual se calcula a partir de una funcién de escalamiento ¢(z) € L*(R), tal que para toda
j €Z (V2 ¢$(2x — k))gez es una base ortonormal de V.

La informacién adicional disponible en una aproximacién a una resolucién 277! com-
parada con la resolucién 27, esta dada por la proyeccién ortogonal sobre el complemento
ortogonal de Vj en Vj, .

5.2. Bases ortonormales de aproximaciones
multirresolucion

A continuacién probaremos la existencia de una tnica funcién ¢(z) € L?*(R) tal que para

cierta j € Z, (V29$(2'2 — k))xez es una base ortonormal wavelet de V; [12].
Consideremos la propiedad 5 de la aproximacion multirresolucion. El operador / es un

isomorfismo de V{ sobre [?(Z), por lo cual debe existir una funcién g(z) que satisface

1, sin=0

(5.1) g(x) € Vo, I(g(z)) =¢€(n) = {0 sin 0

Como I conmuta con traslaciones de enteros

I(g(x — k)) = e(n — k).
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La sucesion (e(n — k))rez es una base de [*(Z), por lo tanto (g(z — k))rez €s un a base de
Vo. Sean I(f(x)) = (a)rez y f(x) € V. Como I es un isomorfismo, | f[| y (3.cz |ag|?)z
son dos normas equivalentes en V;, por lo tanto f(z) puede descomponerse como

(5.2) fl@) = awg(z — k),

kEZ

aplicando la transformada de Fourier a la ecuacion anterior, tenemos que

(5.3) fw) = Mw)j(w), donde M(w) =) " age ™.

kEZ

La norma de f(z) estd dada por

1= [ 1FPda = [ M@ S 9+ 2hm)

o0 keZ

Como || f||y (X sez |a,|2)2 son dos normas equivalentes sobre V;, se sigue que
(5.4) 3C;,C, >0 talqueVw € R, Cy < (|§(w + 2km)|?)2 < Ca.

La existencia de una base de Riesz {g(x — k)}rez de V proporciona un teorema de
discretizacion. La funcidn g puede interpretarse como una celda de resolucion unitaria. Asi
que existen A > 0y B tales que cualquier f € V{ se puede descomponer de manera tnica
como

(5.5) fla) = awg(z — k),

keZ

donde
AIFIP <) lal” < B fIP

keZ

Esta equivalencia en la energia garantiza que la expansion de la sefial sobre {g(z — k) }rez sea
estable numéricamente. Con la propiedad de la dilatacién 3 de la definicién[5.2]y 1a expansién
podemos verificar que {277/2g(277z— k) } 1cz es una base de Riesz de V; con las mismas
cotas de Riesz A y B a escalas de tamafio 2/. La siguiente proposicién nos da una condicién
necesaria y suficiente para que {g(z — k) }rcz sea una base de Riesz.
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Proposiciéon 5.3. [/1|] Una familia {g(x — k)}rez es una base de Riesz del espacio que Vj
genera siy solo si existen A > 0y B > 0 tales que

1 1
) — — < g(w — 2 <
(5.6) Yw € [—m, 7], 5= %;g(w 2km)|* < T

Demostracion. Cualquier f € Vj puede descomponerse como

(5.7) fl@) =" arglz — k),

kEZ

y su transformada de Fourier estd dada por

(5:8) fw) = a(w)g(w)
donde a(w) es la serie de Fourier
a(w) = Zake’ikw.
keZ

La norma de f puede reescribirse como

1 27 . )
5.9 117 =55 [ 1) 3 [gw -+ 2km),
27 Jo keZ
ya que a(w) tiene periodo 27. La familia {g(z — k) }rez es una base de Riesz si y solo si
1 2 .
(5.10) Allf|I? < %/ |a(w)|2dw = Z x> < B f|)?
0 kez

Si g satisface entonces se deriva de (5.9). La independencia lineal de {g(z —
k)}rez se debe a que es valida para cualquier oy, que satisface (5.7). Si f = 0 entonces
necesariamente oy, = 0 para toda k € Z. Por lo tanto, la familia {g(z — k) }xcz es una base
de Riesz de V},.

Ahora supongamos que {g(z — k) }rez es una base Riesz, entonces es valida para
toda «y, € [(Z). Si tanto la cota superior como la inferior de no se cumplen para toda
w € [—m, 7], entonces podemos construir una funcién 27 periédica no cero a(w) cuyo soporte
corresponde a frecuencias en donde (5.6) no se cumple. Entonces de se sigue que
no es valida para oy, lo cual contradice la hipdtesis de base de Riesz. U
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A continuacién necesitamos fijar condiciones de regularidad sobre las aproximaciones
multirresolucion de L?*(R). Decimos que una funcién f(x) € L?(R) es regular si y solo si
ésta es continuamente diferenciable y satisface:

(5.11) 3C >0,Vr €R, |f(x)|<CA+2H) " y|f(x)| <COA+2*)

Una aproximacién multirresolucién (V;) ez es regular si' y solo si g(x) es regular.

5.3. La funcion de escalamiento

La aproximacién de f a una resolucién 27/ se define como la proyeccién ortogonal Py f
sobre V. Para calcular dicha proyeccidn, primero necesitamos encontrar una base ortonormal
de Vj. El siguiente teorema ortogonaliza la base de Riesz {g(x — k)}rez y construye una
base ortogonal de cada espacio V; mediante dilataciones y traslaciones de la funcion ¢ que
llamaremos funcién de escalamiento. Para prevenir la confusion de la resolucion 277 y la
escala 27, a la expresion Py, f 1a llamaremos aproximacion a una escala 27,

La propiedad (2) de una aproximacion multirresolucién implica que

1 =z
§¢(§) e V., CW.

Asi que la funcién $¢(%) puede descomponerse en su base ortonormal (¢(z — k))rez de Vy
como

(5.12) %¢(§) =Y awd(x — k), donde oy = /R S(2)o(x — Ky

kEZ

Como la aproximacion multirresolucion es regular, el decaimiento asintético de «y, satisface
|| = O(1 + k%)L, La transformada de Fourier de (5.12)) cumple que

(5.13) $(2w) = H(w)d(w), donde H(w) =Y ape™.
kEZ

La ecuacion de escalamiento relaciona una dilatacién de ¢ por 2 con sus traslaciones
enteras. La sucesion oy, se interpretard como un filtro discreto.

Ahora expresaremos directamente a ¢(w) como un producto de dilataciones de é(w). Para
cualquier p > 0, la expresion (5.12)) implica que

(5.14) (2P w) = %&(2‘%)@5(2‘%),
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y sustituyendo, tenemos que

(5.15) d(w) = (H h(ww)) H(27w).

(5.16) o) = [ X222 500)

El siguiente teorema proporciona una condicion necesaria sobre H (w).
Teorema 5.4. [[]]] La funcion H(w) definida anteriormente satisface:

L H@)2+ [Hw+ ]2 =1,

2. |H(0)| =1

Demostracion. Utilizando la férmula de Poisson, podemos expresar la ortogonalidad de la
familia (¢(z — k))gez como

(5.17) > lp(w + 2k =1

kEZ

por lo tanto

(5.18) > 62w + 2km)[* = 1

kEZ

Como ¢(2w) = H(w)p(w), la suma se puede reescribir como

(5.19) D H(w + km)Pl(w + km)” = 1.

keZ

La funcién H(w) es 27 periddica, reagrupando los términos para k € 2Z y k € 2Z + 1,
tenemos que la ecuacién (5.17) cumple que

[H(w)[* + [H(w+m)]* = 1. N
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Sea Py, la proyeccion ortogonal sobre V;. Como (V29(2/2 — k))rez es una base orto-
normal de Vj, el kernel de PV]. se puede escribir como

(5.20) 2K (2x,2y), donde K(z,y) = Y ¢z — k)d(x — k).
kEZ

De la propiedad (2) se sigue que la sucesion de operadores (P, ) ez tiende a Id en el
sentido de convergencia fuerte de operadores. El siguiente lema demuestra que el kernel de
K (x,y) debe satisfacer [, K(z,y)dy = 1.

Lema 5.5. Sea g(z) una funcion regular. Entonces las siguientes dos propiedades son equi-
valentes:

(5.21) / Az, y)dy =1, para casi toda x
R

La sucesion de operadores (T}) jez, cuyos kernels son 29 A(27x, 27y), tiende a Id en el sentido
de convergencia fuerte de operadores.

Del lema anterior, se sigue que

(5.22) /nydy—Zwﬁx— ) =1,
keZ

donde

(5.23) v = /R d(y)dy = ¢(0).

Integrando con respecto a « en el intervalo [0, 1], obtenemos que |$(0)]2 = 1. Como
$(2w) = H(w)é(w), entonces |H(0)| = 1.

El siguiente teorema relaciona la funcién de escalamiento ¢(x) con la aproximacién mul-
tirresolucion.

Teorema 5.6. Sea {V;} ez una aproximacion multirresolucion y ¢ la funcion de escalamien-
to cuya transformada de Fourier es

o §()

(524) ¢<5(7) - (ZkeZ |g<w + 2]{37T)|2)1/2

Sea 1 t—n
Pin(t) = 7=¢(—).

V2 Y

Entonces la familia { ¢, ,, } nez es una base ortonormal de V; para toda j € Z.



84 CAPITULO 5. ANALISIS MULTIRRESOLUCION

Demostracion. Para construir una base ortonormal, necesitamos encontrar una funcién ¢ €
Vo que pueda expandirse sobre la base {g(x — k) }rez, es decir

o(x) = ) ang(z — k),

nez
entonces .
P(w) = a(w)g(w),
en donde a es una serie de Fourier 27-periddica que tiene energia finita. Para calcular a

expresamos la ortogonalidad de {¢(z — k) },cz en el dominio de Fourier. Sea ¢(z) = ¢(—z).
Para cualquier (n, z) € Z2,

(6 — ), d(x — p)) = / bz —n)¢* (¢ — p)dz
(5.25) = ¢ * d(p —n).

Por lo tanto, {¢(z: — k) }nez es ortonormal si y solo si ¢ * ¢(n) = d,,. Calculando la transfor-
mada de Fourier obtenemos nuevamente
(5.26) > lo(w + 2km)* =1

kEeZ
En efecto, la transformada de Fourier de ¢ % ¢(x) es |¢(w)|? y por la proposicién 6, el deno-
minador tiene cota inferior estrictamente positiva, asi que a es una funcién 27 periddica de
energia finita. ]

Las proyecciones ortogonales de f sobre V se obtienen mediante una expansioén en la
base ortogonal de escalamiento

(5.27) Py f =Y {f.6jm)bim;

nel

y los productos internos

(5.28) W = (f, Djm)

proporcionan una aproximacion discreta a una escala 27, asi que podemos reescribirlas como
una convolucion, es decir

x— 2In

(5.29) = /R f(x)\/12_]¢( 2 )dr = f % 5,(2),
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en donde q_bj (r) = V279¢(277z). La energia de la transformada de Fourier esta generalmente

concentrada en [—, 7]. Consecuentemente, la transformada de Fourier v/27¢*(27w) de &;(x)
en su mayorfa no es despreciable en [—2/7, 277 7]. Por lo tanto, la aproximacién discreta «; ,,
es un filtro pasa-bajas de f muestreado a intervalos 2.

El siguiente teorema de Mallat-Meyer proporciona condiciones necesarias y suficientes
sobre ﬁ(w) las cuales garantizan que el producto infinito es la transformada de Fourier
de la funcion de escalamiento.

Teorema 5.7. Sea ¢ € L*(R) una funcion de escalamiento integrable. La serie de Fourier

hn(27Y2¢(/2), $(t — n)) satisface

(5.30) VweR, |Ww)+ |hw+7)? =2
y
(5.31) h(0) = V2

Por otro lado, si h(w) es 27 periddica y continuamente diferenciable en una vecindad de

w = 0, si esta satisface (5.30) y si'y solo si

5.32 inf h(w) >0
( ) UJE[—TI’/QJT/Q]‘ ( )

entonces
. = h(27Pw)
5.33 W) = _
(5.33) o (w) g %
es la transformada de Fourier una funcién de escalamiento ¢ € L*(R).

Demostracion. 1. Vamos a partir del hecho de que {¢(x — k) } ez es ortonormal. De la rela-
cién en el dominio de Fourier, tenemos la siguiente condicién equivalente

(534) Vo eR Y [d(w + 2km) =

kEZ

Sustituyendo ¢(w) = 27 Y/2h(w/2)d(w/2) obtenemos

Zm +/<:7r||qz5( + kn)|? = 2.

kEZ
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Como h(w) es 27 periddica, separando los términos pares y los términos nones como
sigue

\QZW + 2pm) ] + |h(= +7T|22|¢ + 74 2pm) |2 = 2.

p=—00 p=—00
Sustituyendo en (5.34) w' = w/2 y w’ = w/2 + 7 probamos que
(W) + |h(w + )] = 2.

2. Ya probamos que /2(0) = v/2 mostrando que ¢(0) # 0. En efecto, sabemos que ¢(0) =
2-1/21,(0)$(0). Verifiquemos entonces que |$(0)| = 1 es una consecuencia de la propiedad
de completes (5) de una aproximacién multirresolucion.

La proyeccién ortogonal de f € L*(R) es

(5.35) Py f = {f bin)bjn-

nel

La propiedad (5) se puede expresar en el tiempo y dominio de Fourier, asi la formula de
Plancherel implica que

(5.36) lim ||f - Py,|* = lim 27||f — Py |]* =
J——00 J)——00 .

Para calcular la transformada de Fourier PAVJ, (w), denotemos ¢;(x) = V2-7¢(277x). Sus-
tituyendo la expresién (5.29) en ((5.35)) obtenemos

Py, f( Zf*qﬁ]Qn)gb](x—Q] Zf*qu (27n)d(x — 27 —n).

nez kEZ

La transformada de Fourier de f x¢;(z) es v/27 f(w)$*(27w). Un muestreo uniforme tiene
una transformada de Fourier periédica dada por (2.16)), asf
2k7r 2k’7r

k=—o00

Tomemos f = 1(_, . Paraj < 0y w € [—, 7], la expresién |b da Py, (w) = |p(2w)]%.
La convergencia del promedio al cuadrado (5.36) implica que

o0

1im 11— |p(27w)|*)2dw = 0.
J—7—0 J_
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Como ¢ es integrable, ¢(w) es continua y asi lim;_, o, [¢(2w)| = [6(0)| = 1.
3. Observemos que el producto infinito 1D converge ademas de que |¢(w) < 1 ya que
(5.30) implica que |2(w)| < 2. La formula de Parseval nos dice que

(ole). 0w~ 1) = [ oo —bido = 5 [ (6P

2T

Verificar que {¢(z — k) }rez es ortonormal es equivalente a mostrar que

oo
/ |p(w)|2e* ™ dw = 270y
— 00

Este resultado se obtiene considerando las funciones

. L h(27Pw)
On(w) = 1 ongona(w),
1;[1 NG [-27m,2"7]

y calculando el limite cuando n — oo de las integrales
o0 AL L 7T roy—
3 ; h(2-P A
I g :/ | (w) [2e* dw :/ H |h( > w)'gzkwdw.
- —2n7 p=1

Primero mostraremos que [, ;, = 2md;, para toda n > 1. Para esto, separamos I,, ;, en dos
integrales como sigue:

0 I Ih(27Pw)| . 2m I h2 Pw)
[n,k:/ H‘ ( 5 )’ezkwdw+/0 H’ ”‘“"dw.
1

—on
2 T p=

Aplicamos el siguiente cambio de VariableAw’ = w + 2" en la primera integral. Como
h(w) es 2 periédica, cuando p < n entonces |h(27P[w’ — 257))|2 = |h(27PW')|2. Sin = pla
hipétesis (5.30) implica que

|h(27" W' — 2672 4 |h(27FW) 2 = 2.

Para n > 1, las dos integrales de [y, ,, resultan

ong n—1
h 2
(5.38) [M:/ |h(277w)| zkw'
0
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Como H;:ll |h(27Pw)|2e™* es 27 periédico, entonces I, = I, 14 y por induccién
I, . = I, 1. Sustituyendo n = 1 en (5.38]) obtenemos

2m
]Lk = / ezkw = 27T(5k,
0

lo cual verifica que I,, , = 2mdy, para toda n > 1.
Ahora probaremos que ¢ € L?(R). Para todaw € R

. A 2 _ - |h(2_p<w)‘2 14 2
Tim (g (@) = [T ™55 = I
p=1
El lema de Fatou sobre funciones positivas prueba que

(5.39) /OO |)(w)dw < lim | (w)?dw = 2

—00

porque I, = 27 para toda k > 1. Como
()2 = T |G (w) e,
n—oo
entonces

(5.40) / |b(w) 2™ dw = 1im | (w)2dw = drd
—00 n—roo — 00

aplicando el teorema de convergencia dominada [5]. También se requiere verificar la condi-
cion de la cota superior, es decir, mostrar la existencia de una constante C' tal que

(5.41) ||én ()] 2e™] = |dn(w)[? < Cld(w)[%.

En efecto, ya mostramos en (5.39) que |¢,,(w)|? es una funcién integrable. R
La existencia de C' > 0 que satisface (5.41)) para [w| > 2" se sigue de que ¢(w) = 0.
Para |w| < 2% sabemos que ¢(w) = 27/2h(w/2)p(w/2), entonces

[D(@)* = [dr(w) 1o w].

Para probar (5.41) para |w| < 2", es suficiente mostrar que |p(w)|2 > 1/C para w €
[—7, 7).
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~ Consideremos la vecindad de w = 0. Como h(w) < 2 = |h(0)]%, entonces las funciones
|h(w)|? y log, |h(w)|? tienen derivadas que se reflejan en w = 0. De aqui se sigue que existe
e > 0 tal que
[(w)|”
2

Vel <0,0 > log,( ) 2 =l

Por lo tanto,

00 7(o9— 2
(5.42) |h(w)[? = exp [Z log, (M)] > el > e

p=1

Ahora consideremos cuando |w| > ¢, tomando un entero [ tal que 27 < ¢. La condicién
li muestra que K = inf [ /2.x/2) |R(w)| > 0, asi que cuando |w| > 7

l A
2082 h@27Pw) sy el K1
ot = [T e e = e =

Aplicando el teorema de convergencia dominada se prueba (5.40), por lo cual {¢(z — k) }rez
es ortonormal. Mediante un cambio de variable se muestra que {¢; ,, } ez es ortonormal para
toda j € Z.

4. Para verificar que ¢ es una funcién de escalamiento, debemos mostrar que los espacios
V; generados por {¢;,},ecz definen una aproximacién multirresolucion. Para verificar que
Vi41 C V; debemos mostrar que para alguna p € Z

(o)
Sivin= D hjn®in:
n=—oo

Esta igualdad se prueba utilizando la descomposicién de Mallat. Como todos los vectores
de una base para V. se pueden descomponer en una base de V; se sigue que V;; C V.
Ahora debemos probar que para alguna f € L*(R) se cumple que

(5.43) lim || Py, || = 0.
Jj—00

Como {¢; , }nez s una base ortonormal de V

1Py, f12 = D 1 dim)l

n=—oo
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Primero supongamos que f estd acotada por A y que tiene suporte compacto incluido en
[—27,27]. Las constantes A y J pueden ser arbitrariamente grandes. Se sigue que

2
> el <2 | 3 [ oo - >rd:c]
2
< 277 A? Z/ ij—k‘)|da:]

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz a 1 x |¢(277x — k)| tenemos que

Z [(f, djm)]? < A227H Z / (2772 — k)22 da

n=—oo n=—oo
oo

<2 [ Jota)Pde = 420 [ o) P1g, (@),
J

—00

con S; = Upez[n — 2777, n + 2/~ para j > J. Si @ ¢ Z entonces 1g,(z) — 0 cuando
j — +o0. El teorema de convergencia dominada [5]] aplicado a |¢(z)|*1g, () prueba que la
integral converge a 0 y por lo tanto

T > (F 05 =0.

n=—oo

La propiedad (5.43) se extiende para alguna f € L?(R) usando la densidad en L?(R) de
una funcién acotada con soporte compacto y la propiedad de un subespacio denso.

Para probar la propiedad multirresolucién 5, debemos mostrar que para alguna f €
L2(R),

(5.44) Jim Lf = Py fP = im (I ) =

Consideremos funciones f cuya transformada de Fourier f tiene soporte compacto incluido
n [—277, 2/ 7] para J suficientemente grande. Ya probamos en (5.37)) que la transformada de
Fourier de Py, f es

Py f(w) = ¢(2w) > flw—272km)¢*(2[w — 277 2kn]).

k=—00
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Si j < —J, entonces los soportes de f (w — 2772k7) son disjuntos para distintas k asi que

545 |1, S - ;/mv<ﬂmwnww

/ |f(w — 2772k7) [2|6(27w) |2 6(2 [w — 277 2kn]) [Pdw.

® k=—00 k;éo

Ya hemos visto que |¢p(w)| < 1y (5.42) prueban que para w suficientemente pequefia |¢(w)| >
e~ I asf que R
lim [(w)| =
Siempre que |f(w)P|$(2w)* < [f(w)* y lmy—o [$(27w)*|f (@) = | f(w)]* pode-
mos aplicar el teorema de convergencia dominada [5], para probar que

o0

sa0 i [Pl = [ 1P = 11
El operador Py, es una proyeccion ortogonal, asi || Py, || < || f||. Las expresiones (5.45) y
(5.46) implican que lim;_, (|| f[|> — || Py, f||*) = 0, por lo tanto se cumple (5.44). O

Las wavelets ortonormales llevan consigo los “detalles” necesarios para incrementar la
resolucién de la aproximacion de una sefial. Las aproximaciones de f a las escalas 27 y 277!
son iguales respectivamente a sus proyecciones ortogonales sobre V; y V1, ademas de que
V; C V;_1. Sea W; el complemento ortogonal de V; en V;_4

(5.47) Via=V,eW,.

La proyeccién ortogonal de f sobre V;_; puede entonces descomponerse como la suma
de las proyecciones ortogonales sovre V; y W;:

(5.48) Py f=Py,f+ Pw,f

El complemento Py, f proporciona los detalles de f que aparecen a la escala 271y
desaparecen a la escala mayor 27. El siguiente teorema muestra como puede construirse una
base ortonormal de TV; mediante escalamientos y traslaciones de una wavelet ).

Teorema 5.8. Sea ¢ una funcion de escalamiento y h su correspondiente filtro espejo conju-
gado. Sea 1 la funcion cuya transformada de Fourier es

(5.49) dw) = =),
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con

(5.50) §(w) = e “h*(w + 7).

Denotemos ‘
Yiule) = =T

V22

Para cualquier escala 2, {Wj.n}nez es una base ortonormal de W ;. Para todas las escalas,
{¥jn}(jnyezz es una base ortonormal de L*(R).

Demostracion. Como 1(x/2) € Wy C Vj, entonces puede descomponerse en {¢(z—n) }rez
que es una base ortogonal de V/:

5.51) iﬁmézygé%mx—m,
en donde
(5.52) = L), 6 - n)

De la transformada de Fourier de (5.51)) obtenemos
R 1 .

2w) = —=g(w)p(w). [1(5.53

$(2w) \/59( Jo(w) (5.53)

El siguiente lema proporciona las condiciones necesaria y suficiente sobre ¢ para disefiar
una wavelet ortogonal.

Lema 5.9. La familia {1, }nez es una base ortonormal de W; si'y solo si

(5.54) 9] + |g(w +m)* =2
y
(5.55) §(w)h*(w) + §(w + m)h*(w + 7) = 0.

De (5.26) sabemos que {¢)(z — n)} ez es ortonormal si y solo si

(5.56) Vw e R I(w) = Y [(w+2km)> =1
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Como 1 (w) = 2724(w/2)dp(w/2) y g(w) es 2 periddica,

Z 9(= +k7r|!¢( + k)|

k=—o00

IQZW +2pm) P + |9(5 +k7r!22\¢ + 7+ 2pm)[?

k=—o00

Sabemos que )7 [t (w + 2pm)|2 = 1 asf que (5.56) es equivalente a (5.54).
El espacio W) es ortogonal a Vj siy solo si {¢(x —n) }nez y {¢0(z — n) }rez son familias
ortogonales de vectores, es decir, para cualquier n € N

(U(z), ¢z —n)) =P *(n) =

La transformada de Fourier de ¢ * ¢(z) es ¢(w)¢*(w). La sucesion muestreada 1 * ¢(n) es
cero si su serie de Fourier satisface

(5.57) Yw € R, Z (w + 2k7)¢*(w + 2km) = 0.

k=—o00

Sustituyendo ¥(w) = 27 Y25(w/2)d(w/2) y d(w) = 27/2h(w/2)d(w/2) en esta ecuacion,
siempre que » o ih(w + 2km)|? = 1, es equivalente a 1}

Finalmente debemos verificar que V_; = Vj, @ Wj. Sabemos que {v/2¢(22 — n)},cz es
una base ortogonal de V_1, esto es equivalente a mostrar que para cualquier a,, € [?(7Z) existe
b, € 1(Z) y ¢, € I>(Z) tales que

(5.58) Z anV20(2(x —27'n)) = Z bz —n) + Z cnh(z —n).

n=—oo n=—oo n=—oo

La transformada de Fourier de (5.58) produce
—(2)H(2) = Bw)d(w) + )(w).

Sustituyendo ¢(w) = 272§(w/2)dp(w/2) y d(w) = 272h(w/2)d(w/2) en esta ecuacion
mostramos que esto necesariamente se cumple si

(5.59) a(=) =
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Definamos

~ ~ ~

b(2w) = é[d(w)h*(w) + a(w + m)h*(w + )]

&(2w) = Sa(w)g*(w) + a(w + m)g*(w + m)].

N | —

Calculando el lado derecho de la ecuacién (5.59) verificamos que es igual al lado izquierdo

si sustituimos (5.54)), (5.55) y usando
(5.60) (W) + |h(w + 7)]* = 2.

Como b y ¢ son 27 periddicas, entonces son las series de Fourier de b,, y ¢,, que satisfacen
(5.58). Esto concluye la prueba del lema.

La expresién g(w) = e~ h* (w + m) satisface y . Por lo tanto, del lema
anterior concluimos que {1, }nez €s una base ortogonal de .

Para completar la prueba de teorema, solo falta verificar que {¢;,, } .z es una base orto-
gonal de L*(R). Los espacios del detalle {1V, } ;7 son ortogonales, entonces IV, es ortogonal
aV;yW; CVi_y C Vyparaj < [ Porlo tanto, W; y W; son ortogonales y podemos hacer la
siguiente descomposicion

(5.61) L*(R) =2 W,
En efecto, V;_; = W; @ +V} puede verificarse sustituyendo para cualquier L > j
(5.62) Vo=@, W;8 V.

Siempre que {V}};cz es una aproximacién multirresolucion, V7, y V; tienden respectiva-
mente a L?(R) y a {0} cuando L y J se van respectivamente a —oo y a oo, lo cual implica
(5.61). La uni6n de bases ortonormales de todas las 1¥/; es por lo tanto una base ortonormal
de L*(R). g




Capitulo 6

Superresolucion

Dentro del procesamiento digital de imdgenes hay un problema que consiste en tratar de
mejorar y ampliar una imagen, tanto en tamafio como en resolucidn, esto concierne a la
llamada superresolucion, pero hay dos casos: uno es cuando solamente se tiene una imagen o
muestra, y el otro cuanto se tienen dos 0 mas imagenes. Cuando se tiene una tnica muestra, el
problema consiste en adivinar como tiene que ser un pixel generado a partir de dos existentes
en la imagen original. Al primer caso, se le conoce como superresolucion de cuadro tinico o
SFSR por sus siglas en ingles (single frame super-resolution), por ejemplo, cuando se quiere
ampliar una imagen obtenida con un teléfono celular viejo, los cuales generan una imagen en
formato .JPG de 352 x 250 que son las lineas de resolucion que ofrece la television andloga.
Al segundo caso, se le llama superresolucon de cuadros miiltiples o MFSR por sus siglas en
ingles (multiple frame superresolution), por ejemplo, las imdgenes de los satélites. El primer
trabajo sobre super resolucion fue publicado en 1984 [20] y el término “superresolucién”
aparecié en 1990 [10].

6.1. Resolucion de una imagen

La resolucién de una imdgen puede definirse como lo perceptible mas pequefio o el detalle
medible en una presentacion visual. Los investigadores en procesamiento digital de imdgenes
y visién computacional clasifican la resolucién en tres tipos diferentes

= resolucién espacial: esta se refiere al espaciamiento entre pixeles en una imagen y se
mide en elementos de imagen o pixeles, por sus siglas en ingles (picture element), por
unidad de longitud. A mayor resolucén espacial, hay mds pixeles en una imagen. Por

95
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ejemplo, en una impresora laser, la resolucion se mide en puntos por pulgada DPI por
sus siglas en ingles (dots per inch).

= resolucién del brillo: también se le conoce como escala de grises, el cual se refiere
al numero de niveles de brillo o escala de grises usada para representar un pixel. Co-
munmente, en una imagen cuantizada se utilizan 256 niveles donde cada nivel esta
representado por 8 bits, por ejemplo, un ultrasonido o una tomografia.

= resolucién temporal: esta representa la tasa de cuadros o el nimero de cuadros captu-
rados por segundo. Entre mds grande es la resolucién temporal, es menor el parpadeo
que se observa. Por ejemplo, en las primeras peliculas de cine mudas, si se observa con
mucha atencion, puede verse como “salta” la pelicula de un cuadro a otro. Actualmen-
te, en formatos de video digital como el MPG o DIVX, la resolucién temporal es de 25
cuadros por segundo o més.

6.2. Reconstruccion de una superresolucion usando
estimacion con wavelet de Haar

Este trabajo estd basado en [19]. En la reconstruccion de una imagen de alta resolucion,
suponemos que en las imagenes de baja resolucion hay desplazamientos de subpixeles entre
ellas; estos desplazamientos serdn utilizados para restaurar la imagen de alta resolucion. Su-
pongamos que tenemos ¢> imdgenes de M x M pixeles en escala de grises, con ¢ el factor
entero de amplificacion, entonces generamos las imagenes de baja resolucién desplazando [y
pixeles hacia abajo y [, pixeles hacia la derecha la imagen de baja resolucién I. Para ¢ = 2,
las imagenes de baja resolucion seran Iy, [o1, [10, [11 y los pixeles en las imagenes de baja
resolucion serdn el promedio de hy, ;, X wy, 5, donde 0 < [;,ly < 1. La relacion de pixeles
entre las imagenes de baja resolucién y la imagen de alta resolucion, que denotaremos por f,
estd dada por

(6.1) hij= S AUy

hy, 1w
vEX,, YEY:, l1la Wliqls

donde Xl1 = {2Z-1+l+l1‘k = O, ey hlllg —1}, YEQ = {2j—1+k+12|k = O, e, Wiy —1}

En este trabajo, mantendremos fija ¢ = 2, entonces los pixeles en la imagen de baja re-
solucién son el promedio de 2 x 2 pixeles en la imagen de alta resolucion; finalmente para
reconstruir la imagen de alta resoluciéon de gM x gM utilizaremos la transformada wave-
let inversa bidimensional de Haar, estimando la subbanda aproximada (LL), la subbanda
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horizontal (H), la subbanda vertical (V') y la subbanda diagonal (D). Estas subbandas son
submuestreos de la imagen de alta resolucion. La relacion de pixeles entre la subbanda apro-
ximada (L L) y la imagen de alta resolucion esta dada por

6.2) (LL)y= Y f(@.y)

2
r€XLL,YEYLL

Los coeficientes de la subbanda horizontal (H) son

6.3) mo=5 X few- X s

r€XH,,Y€YH, z€Xm, YyE€YH,

donde Xy, = {2i— 1}, Yy, = {2/ —1+klk=0,1}, Xy, = {20} yYu, = {2/ -1+ k|k =
0,1}.
Andlogamente, los coeficientes de la subbanda vertical (V') son

(6.4) WMi=51 Y. flw- > flay)

reXy, ,yeYy, z€Xy, Y€y,
endonde Xy, = {2j —1+klk=0,1}, Yy, = {20 — 1}, Xy, ={2j — 1+ k|t =0,1}y
Yy, = {2j}. Finalmente utilizaremos series de Taylor para aproximar estas subbandas.
6.3. Aproximacion de primer orden

Sustituyendo g = 2,13 = I = 0y hgy = wpy = 2 en la ecuacién (6.1) obtenemos
Xo={2i—1+klk=0,1} =X, yYo={2j — 1+ k|k = 0,1} = Y., entonces

(Loo)ij = Z f<Z’y)7

€ X0,y€Y0

por otro lado

2(1o0)ij =2 Z f(:i’ y) - Z f(:v2, y) = (LL);,

z€X0,y€Y0 z€X0,Y€Y0
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por lo tanto
2(1oo)ij = (LL)i;-

La subbanda aproximada puede interpolarse a partir de la imagen de baja resolucion I.
Para aproximar la subbanda horizontal, utilizaremos un desarrollo en series de Taylor de
primer orden para la imagen de alta resoluciodn, el cual estard dado por

(6.5) flx+ Az, y+ Ay) = f(z,y) + Az fo(z,y) + Ayfy(z,y),

Si desarrollamos explicitamente la ecuacién (6.3), tenemos que

66 (), = f(2i—1,25 — 1; —f2i2j-1) | f@i-1, 2;'; — £(2i,25)

Ahora aproximaremos a la derivada f, haciendo el cambio de variable x = 2i—1ley = 2j—1,
sustituyendo en la expresion anterior obtenemos

f(l‘,y)—f([)?—f—l,y)+f($,y+1)—f(I+1,y+1)

Hi': )
( )J 2 2

sustituyendo Az = 1y Ay = 0 en (6.5)), obtenemos

fle+1y) = f(z,y) + fulz,y)

entonces

f(:c,y) - f(l"i‘ 172/) ~ f('rvy> - [f(a:,y) - f:}c(mayﬂ
= _fx(xay)a

del mismo modo, sustituyendo Az = 2y Ay = 0 en (6.5)),

f(:c,y) - f(x + 27y) ~ —2fm(37,y)
entonces

(6.7) JoD ZJE220) g (o),

por lo tanto

9 )

f(x,y)—f(x—l-l,y)%
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regresando a la variable original:

(6.8) F(2i— 1,25 — 1) — f(2i,2 — 1) ~ f(2i—1721—1);f(2i+1,2j—1).

Por otro lado, sustituyendo 2k = 2j — 1 en la ecuaci6n (6.8)), tenemos que

F(2i —1,2k) — £(2i + 1, 2k)
2

F(2i —1,2k) — f(2i,2k) ~

entonces

6.9) 02— 1,27 — f(2i,2j) ~ TR 1,2j)§f(2i+1,2j).

Finalmente sustituimos (6.8) y (6.9) en la expresion (6.3)) para conocer H:

6.10) (H); = %[f(% —1,2j - 1; —f(2i—1,2)) | f(2i—1,2)) - £(2i+1,2))

Ahora vamos a calcular [y, e Iy para después ver como estan relacionados con H. A partir
de la expresion (6.1) ycomo X} ={2i — 1+ k+ 1|k =0,1} e Yy = {2j — 1+ k|k = 0,1},
entonces

(Ilo)ij:i Z f(z,y)

r€X1,Y€Y0

- Hf(Qi,Zj — 1)+ f(20,25) + f(20 + 1,25 — 1) + f(2i + 172].)}_

Por otro lado,
(Too) — (I10) = Hf(zz' CL2j - 1) 4 F(26,2) — 1)+ F(20 — 1,25) + £(20,2))
—f(2i+1,25— 1) — f(2i,25 — 1) — f(2i + 1,25) — f(24, 2])]
= i [f(2l — 1,251+ f(20—1,25) — f(20i + 1,25 — 1) — f(2i + 1, QJ)] ,

si comparamos esta ultima expresion con la relacion (6.10), obtenemos que

(H)ij = (loo)ij — (110)ij-
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A continuacion vamos a calcular V' para también determinar como esta relacionada con
Igo € I1g. Si desarrollamos @ explicitamente, obtenemos
F(2i—1,2j — 1) — f(2i = 1,2)) | f(2i,2] — 1) — [(23,2))

Ahora aproximaremos la derivada f,, utilizando los mismos cambios de variable de x e y, del
cual obtenemos

f(x,y)—f(:v,y+1) +f(:v+1,y)—f(:v+1,y+1)

ahora sustituimos Az = 0y Ay = 1 en la expresion (6.5), tenemos que

f(a:,y+ 1) ~ f(xay> + fy(x,y),

entonces

f(xvy) - f(a:,y—i— 1) ~ f('ray> - [f(m,y) +fy($;y)]
= _fy<x>y)

del mismo modo, ahora sustituimos Az = 0y Ay = 2 en la expresién (6.5):

f(:v,y) - f(xvy + 2) ~ —2fy(9€,y),
entonces

(612) f(xay)_g(xvy+2> :_fy(l',y),

por lo tanto

fy)— Sy + 1) TE T @V

nuevamente, cuando regresamos a la variable original obtenemos

6.13)  F(2i—1,2j — 1) — f(2i —1,2)) ~ f(%_1=21'—1);f(2@'—1,2j+1)_

Ahora sustituimos 2k = 2i — 1 en la expresion (6.13)), asi

9 )

f(2k,25 — 1) — f(2k+1,2)) =
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entonces

(6.14) £(20.25 — 1) — f(21,2)) ~ L2022 = 1) . f(20,2j+1)

sustituyendo (6.13) y (6.14) en la expresion (6.4) obtenemos V':

6.15) (V)i = %{f@i —1,2j - 1; — (2,2 -1) | f(2i,2) - 1) - 126,27 +1)]

A continuacion, calcularemos /j; para encontrar como esta relacionada con V. A partir de la
expresion (6.4) y como Xy = {2i — 1+ klk =0,1} e Y, = {2 -1+ k+ 1|k = 0,1},
entonces

([01)17':% Z f(z,y)

z€Xo,y€Y1

= i{f(?z —1,25)+ f(2e — 1,25 + 1) + f(24,27) + f(2i,2] + 1)}

Por otro lado
(Too) — (Io1) = }l{f@z CL2j - 1) 4 £(26,2) — 1)+ £(2i - 1,2)) + £(2,2))
— f(2i —1,25) — f(2i — 1,25+ 1) — f(2i,27) — f(20,2) + 1)}
_ Hf(% L2 - D) f(202) — 1) — (20— 1,25+ 1) — f(20,2) + 1)]

por lo tanto
(V)is = (Too)is — (Lox)s;-

Ahora calcularemos D. Como el método consistié en desplazar un pixel hacia abajo y
luego un pixel a la derecha, es decir, no hubo desplazamiento en diagonal, entonces este
ultimo lo aproximaremos como la diferencia en el desplazamiento vertical mas la diferencia
en el desplazamiento horizontal, es decir

D, = %[f(% S 1,2) — 1) — F(2i — 1,2)) + F(20,2)) — F(2i 1, 2]')}

_ L @i 12— 1)+ £20,2))| — S| F(2i— 1,2)) + f(2i — 1,2))]
1 -3l |
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ahora sustituyendo x = 2i — 1 e y = 2j — 1 en (6.5) obtenemos

flx+1y) = f(x,y) + fulz,y)
flz,y+1) = f(z,y) + fy(z,y)

si sumamos estas dos ultimas expresiones:

fle+Ly) + flr,y+1) = f(x,y) + [f(z,9) + folz,y) + fy(z,v),

entonces
fley) +fle+Ly+1) = flz+1y) + flz,y + 1),
luego
f(2i—1,25 — 1)+ f(2¢,29) = f(2i,2) — 1) + f(20 — 1,27)
es decir,

f(2i—1,25 — 1)+ f(2¢,25) — | f(2,2) — 1)+ f(2i — 1,25)| =0,

por lo tanto
D =0.

En resumen, para la aproximacion a primer orden tenemos que

(LL)ij = 2(Loo)id,
(H)ij = (loo)ij — (110)i,
(V)ij =~ (Loo)ij — (Lo1)i7,
(D)ij = 0.

((To0)i3 — (To)ig) = 5((Fo)is = (oo + 1, ),

((Zoo)ij — (o1)ij) — %((%1)?7' — (Ioo)i, j + 1),

(D)ij ~ (loo)ij + (I11)ij ; (110)ij — (]01)”'7

(V)ij ~
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6.3.1. Ejemplos

Figura 6.1: Imagen de Lenna, original y aproximacién a primer orden.

Figura 6.2: Imagen del barco, original y aproximacién a primer orden.
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Figura 6.3: Huella digital, original y aproximacion a primer orden.

Figura 6.4: Imagen de un hexdgono, original y aproximacion a primer orden.

6.4. Algoritmos para la reconstruccion de una imagen de
alta resolucion

Cuando tenemos un conjunto de imagenes de baja resolucidn, al problema se le llama re-
construccion de una imagen de alta resolucion, mientras que cuando solo tenemos algunas
imagenes de baja resolucidn, al problema se le conoce como reconstruccion de una imagen
de superresolucion. En ambos casos, las imagenes de baja resolucion se obtienen de arreglos



6.4. ALGORITMOS PARA LA RECONSTRUCCION DE UNA IMAGEN DE ALTA RESOLUCION 105

de sensores, los cuales son corrimientos de cada uno con desplazamientos en subpixeles. La
reconstruccion de la imagen de alta resolucidén puede modelarse mediante la solucion de un
sistema lineal Lf = g, en donde L es el operador de convolucidn, g es un vector que se forma
a partir de las imagenes de baja resolucién y f es la imagen de alta resolucién que se quiere
obtener.

R. Chan et all [3], describen el modelo matematico del problema de la reconstruccion de
una imagen de alta resolucién como sigue. Supongamos que la imagen de una escena puede
obtenerse de sensores de tamafio N; X N, pixeles. Sean 7 y 75 las longitudes reales a lo
largo y a lo ancho, respectivamente y los llamaremos sensores de baja resolucion. La regién
de interés puede describirse como

S = {(131,33‘2) S ]R2 :0 S LIZ‘lTlNl,O S IQTQNQ}.

El objetivo es construir una imagen de alta resolucion de la misma escena usando un arreglo
de sensores de baja resolucion de tamano K; x K», es decir, queremos crear una imagen de
S de M; x M, pixeles, en donde M; = KN, y My = K5N,. Por lo tanto, el largo y el
ancho de cada pixel de alta resolucion sera T} / Ky y T,/ K5 respectivamente. Para conservar
al raz6n de tamano de la imagen reconstruida consideraremos K = K; = K.

Sea f(z1,x9) la intensidad de la escena en el punto (x1, z5) en S. Reconstruir la imagen
de alta resolucidn, significa encontrar o aproximar los valores:

K2 pEHDTUE pGH)T/K
T / / f(z1, z2)dx dxs, 0<i<M;,0< 5 < My,
112 Jir /K o/ K

el cual es la intensidad media de todos los puntos dentro del (4, j)-ésimo pixel de alta resolu-
cion:

T, T, T. T
(6.16) [2?1 (i + 1)?1] X []?2 (j+ 1)?2] . 0<i<M,0<j< M.

A fin de obtener suficiente informacion para resolver la imagen de alta resolucion, existen
desplazamientos de subpixeles entre los sensores en los arreglos sensores. Para el sensor
(k1,ke), 0 < ki, ko < K, sus desplazamientos horizontales y verticales di g, Y d%l ky CON
respecto al punto (0, 0) estan dados por

i 1-K\ T, 1— K\ Ty
ferky = <l€1+T) E y d%le = (k2+ 9 ) E
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Para este sensor de baja resolucidn, la intensidad media registrada en su (nq, ns)-ésimo pixel
esta modelada por

1 T1(n1+1)+d£1k2 TQ(TL2+1)+dZ1k2
(6.17)  gg k1, 2] = T f(z1, xo)dx1das
142 T1n1+d;21k2 Tgnz—i-dzlkz

+ 77]471]472 [nl, TLQ} ,

endonde 0 < n; < Ny, 0 < ny < Noy nkikang, ng] es el ruido. Cabe senalar que la
integracion es sobre un drea del mismo tamafio de un pixel de baja resolucion.

Por otro lado s N
At = (o — 2L () 2L
o= (e 0 R () &

entonces
Tl 1-K T1 T1 Tl KTl
T — — | ==T — 4+ —= -
1”1+2+( 2 )K MY TR T o
T K 1 K
= | K Sy
(n1+2+2 2),
T 1
= (1 3)
Andlogamente
1-K\ T, 1-K\ 1T
dyg = | ko + —— =|—=
00 (2+ 5 ) ( 5 )K’
entonces

T 1-K
T _Z PR
2n2+2+< 9 )

Abhora en el caso general:

1 T 1-K\ T
T1(n1+—)+di1k2:T1n1+?l+ (/ﬁ—i- )—1

2 2 K’
T Tk, T, KT,
_T 2t A
Mt T o T o
T K 1 K
=K ST AT
K( TL1+2+ 1+2 2),

Ti 1
=L (Kni+k +=
K( n1—|— 1+2),
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andlogamente

2 K 2

por lo tanto, usando la regla del punto medio y despreciando el ruido nk; ks [ny, ns, tenemos
que

1 T 1
TQ(”Q + _) +dz1k2 = _2 (Kn2 + k2 + _> )

1 1
(6.18) gklkZ[nan] ~ f (Tl(nl + 5) + dill@? T2(n2 + 5) + dzm)

T 1, T 1
Si ahora mezclamos todas las imdgenes de baja resolucion gy, , para formar una imagen G
de tamafio M; x M, asignando:

(6.20) glKny + ki, Kng + ko] = gk, [11, 2],

entonces

T 1, T 1
g[@j]%f(f(wy,f(wg)), 0<i<M,0<j<M

el cual es el valor de f en el punto medio del i-ésimo pixel de alta resolucién en (6.16). Por
lo tanto, g es una aproximacién de f.

Para obtener una imagen que sea mejor que la imagen de alta resolucién observada g,
tendremos que resolver (6.17), primero discretizando usando la regla de cuadratura rectangu-
lar. Equivalentemente, suponemos que para cada (i, j)—ésimo pixel de alta resoluciéon dado
en , la intensidad de f es constante y es igual a f[i, j] para cada punto en ese pixel.
Después integrando en y usando el reordenamiento (6.20), obtenemos un sistema de
ecuaciones lineales que relaciona los valores desconocidos de f[i.j] con los valores de los
pixeles de baja resolucion dados por g|i, j]. Este sistema lineal no es cuadrado, debido a que
la evaluacién de gi,x, [n1, no] en involucra puntos fuera de la regién de interés S. Por
lo tanto, tenemos mas incognitas que valores y el sistema esta indeterminado.

Para compensar esto, imponemos condiciones de frontera sobre f para z; fuera del domi-
nio. Una manera estandar es suponer que f es periddica afuera

(6.21) fl@+iTiNyy + JToNz) = f(2,y), i,J € L.

Por simplicidad, solo desarrollaremos estos algoritmos para condiciones de frontera pe-
riddica.
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Usando la condicién de frontera periodica (6.21)) y ordenando los valores discretizados
de f y g renglén por renglén, obtenemos un sistema lineal de tamafio M; My x MM, de la
forma

(6.22) Lf=g.
La matriz de la parte borrosa puede escribirse como
(6.23) L=L"® LY,

en donde, ® es el producto tensorial de Kronecker y L* es la matriz circulante de tamafio
M, x M; cuyo primer renglén estd dado por

1 1

1
—1,...,1,-,0,...,0,=,1,...,1
K Y ) 72707 70727 ) Y

Las primeras % entradas son igual a 1. Las ultimas % entradas distintas de cero estan alli

debido a la hipétesis periddica sobre f. La matriz de la parte borrosa LY de tamafio My x Mo
se define de manera similar.

Notemos que la matriz L es una matriz block-circulant-circulant-block. Por lo tanto
(6.22) puede resolverse usando tres transformadas rdpidas de Fourier bidimensionales en
O(M; M log(MsMs)) operaciones, véase [[7]. A manera de ejemplos R. Chan et all [3], pro-
ponen las matrices L” para los casos de arreglos de sensores de 2 x 2y 4 x 4 vienen dados
respectivamente por

2 2 1 1 2
(2 1 1] 2 2 2 1 1
1 2 1 1 2 2 2 1
624)  Lr= | ym=g e e
1 2 1 1 2 2 21
1 1 2 1 1 2 2 2
) ) 2 1 1 2 2

Debido a que (6.17) es un proceso promediante, el sistema (6.22)) esta mal condicionado y
es susceptible a ruido. Para remediar esto, proponen la siguiente regularizacién de Tikhonov:

(6.25) (L*L + BR)f = L*g.

R es un operador de regularizacion 'y 5 > 0 es el pardmetro de regularizacion, véase [7].
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6.5. Reconstruccion

Vamos a analizar el modelo (6.22)). Siempre que es un proceso promediante, las matri-
ces en pueden considerarse como un filtro pasa-bajas que actda sobre la imagen f con
una mascara de refinamiento dada por un producto tensorial, digamos a. Sea ¢ la funcién re-
finable bivariada de producto tensorial con dicha mascara de refinamiento. Recordemos que
una funcién ¢ € L?*(IR?) es refinable si ésta satisface

¢»=4 Z ala)p(2 - —a).

a€Z?

A la funcién refinable ¢ también se le conoce como una funcién de escalamiento. La sucesion
a se le denomina mascara de refinamiento. El simbolo de la sucesion a esta definido como

a(w) :== Z ala)e ",

a€Z?

La funcién ¢ es estable si sus corrimientos (traslaciones enteras) forman un sistema de
Riesz (5.1)), es decir, existen constantes 0 < ¢ < C' < oo, tales que para cualquier sucesién
2
q € (Z%),

(6.26) clal < 1) a(@)é(- — )] < Cllql|

a€Z?

A las funciones estables ¢ y ¢? se les llama un par dual cuando satisfacen

1, =0;
d ) )
O —a)) =
@t m ) {o, 0 € 22\ {(0,0)}
Vamos a denotar a la mascara de refinamiento de ¢? por a.
Para una funcion estable refinable soportada compactamente ¢ € L?(R?) dada, definimos
a S(¢) C L*(R?) como el subespacio invariante ante corrimientos, cerrado y el mas pequefio,
generado por ¢ y definimos

SE() == {u(@") s u e S(¢)}, kel

Entonces la sucesién S*(¢) con k € Z, forma un analisis multirresolucién de L?(R?). La
sucesion S*(¢?) con k € Z, también forma un anlisis multirresolucién de L?(R?).

El producto tensorial de las funciones refinables univariadas y las wavelets utilizadas
seran derivadas de los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 6.1. Para arreglos sensores de 2 x 2, usando la regla rectangular para (6.17),
obtenemos Ly en ((0.24). La mascara de refinamiento correspondiente m es el spline lineal
por partes:

y m(«) = 0 para todas las otras «. Los términos distintos de cero de la mascara dual de m
usados son:
1 3 1 1
d d d d d
—2)=—= —-1)=- 0) =- 1) =- 2) =—-.
mi(=2) = —,mi(=1) = 3, m(0) = 5, (1) = 2, m?(2) = —

En general, los filtros producto tensorial bivariado para la dilatacién 2/, donde [ es la ma-
triz identidad, son generados como sigue. Sean ¢ y ¢? un par dual de las funciones refinables
univariadas con sus respectivas mascaras de refinamiento m y m<. Entonces, las wavelets
biortonormales v y /¢ estdn definidas como

a€Z a€Z
en donde ) . 5 ) .
r(—1) = g,r(O) = Z,T(l) = —Z,’I“(Q) = Z,r(3) =3
’ d L g L 1
r¢(0) = i (1) = —5 (2) = 1

son las mascaras wavelet. El par dual del producto tensorial de los simbolos de refinamiento
estan dados por a(w) = 1 (wy )1 (ws), a%(w) = Mm% (w;)m?(w,) y los correspondientes simbo-
les wavelet son b(g1)(w) = ﬁﬂi(wl)f(wQ), bfl()’l)(w) = m‘i(wl)fd(@), ba,oy(w) = 7(w1)m(wa),
bElLO) (w) = 7 (wi)m(ws), baay(w) = Plwr)F(ws), b?171)(w) = 7(w;)74(wy), en donde
w = (wy,ws).

Esta wavelet tiene una dilatacion 2/. En el ejemplo siguiente, aparecen las mascaras wa-
velet y refinable con dilatacion 4/ las cuales son utilizadas para generar las matrices para

sensores de 4 x 4.

Ejemplo 6.2. Para arreglos de 4 x 4, usando la regla rectangular en ({6.17) obtenemos L, en
(6-24). La mascara correspondiente es



6.6. LA FUNCION DE RECONSTRUCCION 111

con m(a) = 0 para todas las otras c. Esta es la mascara de una funcion refinable estable ¢
con una dilatacion de 4. Los términos diferentes de cero de la mascara dual de m son

1 1 5151 1
d
- _ - - - - - - _ = =-3.....,3.
m®(a) 63161163 16 « ye e

Los términos distintos de cero de las mascaras wavelet correspondientes son

1 1 11
Tl(a):_§7_17071a§7 O{:_2,~ 72’
1 1 5 1 5 1 1
_ -2 -2 - _ - =-2....,4
7”2(0() 16, 8,16, 4716; 87 167 ) y
11 7 7 1 1
— 0 — - - =-2,...,4
r3<a) 16787 167 ’167 87 16’ «Q ? )

para una o apropiada.

6.6. La funcion de reconstruccion

Siempre que S*(¢?), k € Z forma un andlisis multirresolucién de L?(IR?), podemos suponer
sin pérdida de generalidad que los valores de los pixeles de la imagen original son los coefi-
cientes de una funcién f en S*(¢?) para cierta k. Los valores de los pixeles de las imagenes
de baja resolucién pueden considerarse como Iso coeficientes de una funcién g en S*~1(¢?)
y sus 5 trasladados, es decir, g esta representado por ¢*(2871(- — a/2%)) con a € Z2. Las
imagenes de baja resolucion conservan la mayor parte de la informacion de frecuencias bajas
de f y la informacién de frecuencias altas de f oculta en las imdgenes de baja resolucién en
f es recogida por el filtro pasa-bajas «. Para recuperar f, la informacién de frecuencias altas
de f oculta en las imdgenes de baja resolucién serd recogida y combinada con la informa-
cion de frecuencias bajas para restaurar a f. Recogeremos el contenido de frecuencias altas
iterativamente usando la descomposicién wavelet y un algoritmo de reconstruccion.

Para sensores de 2 x 2, el analisis multirresolucién S*(¢?) utilizado viene de una funcién
refinable con una matriz de dilataciéon 2/. En general, sensores de ' X K pueden analizarse
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mediante el andlisis multirresolucién generado por una funcién refinable con matriz de dila-
tacion K - I. Por simplicidad, damos el anélisis para el caso en que la matriz de dilatacion es
2y k=1.

Sea f € S'(¢%). Entonces

(6.27) F= (£262- —))26"(2- —a) =2 Y v(@)¢*(2- —a).

a€Z? a€EZ2

Los nimeros v(a), o € Z? son los valores de los pixeles de la imagen de alta resolucién
que estamos buscando. El conjunto {(a * v)(a)} es la imagen de alta resolucion observada.
Como ¢? es refinable, a * v es la sucesién de coeficientes de la funcién g representada por
¢ — a/2), a € Z2, en S*(¢?). Vamos a llamar a g la funcion observada:

(6.28) g:= Z (a*v)(a)p(- — a/2).

a€Z?

Cuando sélo se tiene a*v, para recuperar f, primero encontramos v a partir de a v, entonces,
derivamos f usando la base 2¢%(2 - —a), a € Z? mediante . Un primer algoritmo ite-
rativo, en el dominio de Fourier, es el siguiente: dada a * v = 4% encontrar © con el proposito
de restaurar a f.

Denotemos Z3 = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}. De la teoria de wavelets biortogonales [3],
tenemos que

(6.29) alat+ Y bib, =1
veZ3\{(0.0)}

Cabe senalar que cuando la funcién reﬁnable ¢ del kernel de convolucmn a'y sus corrimentos
forman un sistema ortonormal, entonces se cumple tomando a? = a 'y bd = b,. Esto
nos lleva a wavelets ortornomales. Cuando qb y sus corrimientos forman sélo un sistema de
Riesz, tenemos que usar wavelets biortogonales.

De ([6.29), tenemos que

veZ3\{(0,0)}
Por lo tanto, se tiene el siguiente algoritmo.
Algoritmo 1.

1. Témese 9 € L?|—m, 7|2
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2. Iterar hasta la convergencia:

(6.30) O = atawv+ | > bdb, | e
veZ2\ (00}

El primer sumando del lado derecho de (6.30) representa la aproximacion de las componentes
de frecuencias bajas de f y el segundo sumando mejora la aproximacién de frecuencias altas.
Dado v, f, se define mediante su transformada de Fourier como:

(6.31) Fu() = 0a(-/2)8%(-/2) € S*(¢%).

Las funciones f,, convergen a la funcion f, véase 3, Proposicién 3.1].

Cuando hay ruido en los datos dados a * v, podemos restar algunas componentes de
frecuencia alta de 0,, en cada iteracion para reducir el ruido, siempre y cuando el ruido se
encuentre en las componentes de frecuencia alta. Entonces se obtiene el siguiente algoritmo
modificado:

Algoritmo 2.

1. Témese 0y € L*[—m, 7%

2. Iterar hasta la convergencia:

(6.32) o =atavu+ (1-p) | Y Wb |e 0<p<l.
veZ3\{(0,0)}

En el proceso de filtrado de ruido, las componentes de frecuencias latas son penalizadas
uniformemente por el factor (1 — (3), lo cual suaviza la sefial original.

6.7. La reconstruccion de la imagen

Denotaremos por L, L¢, H% y H, las matrices generadas por los simbolos de refinamiento

y las mascaras wavelets a, a?, b, y b¢ respectivamente. Debido a las condiciones de fronte-
ra periddicas, la matriz L es como aparece en (6.24). Utilizando estas matrices, podemos

reescribir (6.29) como

(6.33) L'L+ Y  H{H,=1
veZ3\{(0.0)}
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También podemos reescribir la expresion (6.30):

(6.34) f,.1 = Lig+ > H{H,|f,

veZ3\{(0,0)}

en donde g ~ a * v es la imagen de alta resolucién observada en (6.22) y f,, son las aproxi-
maciones de f en la n-ésima iteracion.

Reescribiendo (6.34)):

fn+l — Z HgHv fn = Ldg7
veZ3\{(0,0)}

lo cual es una interacion estacionaria resolviendo la ecuacion matricial
I— §  H'H,||f,=L%.
veZ2\{(0,0)}

Utilizando (6.33)) obtenemos:
Algoritmo 1 en forma matricial.

(6.35) LLf = Lig.
Para el algoritmo 2, también se tiene una iteracion estacionaria para la ecuacidén matricial:
v+ Y HIH, |f, =L,
veZ3\{(0,0)}

en donde, [ es el pardmetro de regularizacion. Utilizando (6.33)) obtenemos:
Algoritmo 2 en forma matricial.

d s B
(6.36) (L L+ 1_Bl>f_—L g.
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6.7.1. Ejemplos

Figura 6.5: Imagen de Lenna submuestreada. Imagen de Lenna superresuelta mediante el
algoritmo 1 con S = 0.25. Imagen de Lenna superresuelta mediante el algoritmo 2 con
B = 0.59.
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Figura 6.6: Imagen del barco submuestreada. Imagen del barco superresuelta mediante el
algoritmo 1 con § = 0.21. Imagen del barco superresuelta mediante el algoritmo 2 con
8 = 0.59.
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Figura 6.7: Imagen del hexdgono submuestreada. Imagen del hexdgono superresuelta me-
diante el algoritmo 1 con S = 0.61. Imagen del hexdgono superresuelta mediante el algoritmo
2 con = 0.9.






Conclusiones y trabajo futuro

La reconstruccion de una superresolucion utilizando series de Taylor ofrece un método rapido
ya que a partir de una Unica imagen, se generan las otras tres necesarias para calcular la
transformada wavelet inversa, s6lo que como no hay ningun tipo de filtrado previo puede
amplificarse el ruido. Por otro lado, debido a la construccion de la trasformada wavelet, no es
necesario usar alguna técnica de regularizacion, ademads de que la reconstruccion se obtiene
en un solo paso.

El problema de la reconstruccién de una superresolucion se resuelve primero suponiendo
que se puede obtener una matriz de la parte borrosa, la cual es de bloque circulante y como se
obtiene un sistema de ecuaciones mal condicionado que es susceptible al ruido, entonces este
se resuelve utilizando la regularizacion de Tikhonov, en donde el operador de regularizacion
es la matriz identidad; con ésta metodologia, se tiene ahora un filtrado del ruido.

Debido a que la matriz de la parte borrosa es un proceso promedio, entonces puede to-
marsele como un filtro pasa-bajas. Se construye la funcién de escalamiento y su par dual,
los cuales tienen asociados su mascara de refinamiento. Los subespacios generados por es-
tas funciones de escalamiento forman cada uno un analisis multirresolucion; las mascaras de
refinamiento estdn dadas por un spline lineal respectivamente. Las funciones wavelet se ge-
neran utilizando las funciones de escalamiento anteriores. Las imédgenes original y estimada
pueden expresarse en términos de las funciones de escalamiento y de su dual.

La reconstruccién de la superresolucién utilizando ahora regularizacién de Tikhonov, cu-
yo pardmetro permite controlar el proceso, para valores cercanos a cero genera aliasing mien-
tras que para valores mayores a uno se pierde la imagen. El algoritmo que utiliza simulatena-
mente regularizacion de Tikhonov, reconstruccion de la superresolucion con una wavelet y su
dual, es mds estable que el método anterior, ya que presenta poco aliasing para casi cualquier
valor del pardmetro de regularizacién de Tikhonov ademds de que la reconstruccion de la
superresolucion obtenida es mucho més parecida a la imagen original.
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